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11  nous  a  paru  intéressant  de  donner  â  ce  propos  une 
solution  du  problème  suivant,  qui  a  été  proposé  par 
M.  Joseph  Bertrand  (  *  )  : 

Combien  y  a-t^il  en  tout  de  dérangements  dans  le 
tableau  des  permutations  des  n  premiers  nombres  ? 

Désignant  ce  nombre  total  par  D;,,  on  a  évidemment 

D,=io. 

Les  permutations  des  deux  premiers  nombres  sont  1 2, 
2 1 .  La  première  n'offre  pas  de  dérangement  \  la  seconde 
en  offre  un  ^  donc 

Pour  calculer  D3,  écrivons  trois  fois  les  permutations  des 

deux  premiers  nombres.  Mettons  un  point  à  la  suite  de 

chacune  des  deux  permutations  et  faisons-le  avancer 

successivement  : 

12.         21. 

1.2        2.1 

. 12         .21 

Remplaçons  le  point  par  le  chiffre  3.  Si  nous  mettons 
ce  chiffre  à  la  fin  de  la  permutation,  il  n  y  a  pas  de 
dérangement.  Lorsque  nous  le  mettons  au  deuxième 
rang,  nous  introduisons  un  dérangement  et  un  seul. 
Lorsque  le  chiffre  3  arrive  au  premier  rang,  nous  intro- 
duisons deux  dérangements.  Donc,  en  désignant  généra- 
lement parP,i  le  nombre  des  permutations  de  n  nombres, 
nous  obtenons  o  -h  i-f-  2  dérangements  pour  trois  per- 
mutations de  deux  nombres,  ou  3P2,  et,  en  ajoutant  les 
dérangements  provenant  du  tableau  des  permutations 


(*)  Traité  d'Algèbre,   i"  édition,   p.  140;  !!•  Partie,    6"  édition, 
p.  53. 


(7) 
des  deux  premiers  nombres,  ou  3D2,  nous  avons 

D3=i3D2-+-(n-2)P2. 

Pour  calculer  D4,  supposons  formé  le  tableau  des 
permutations  des  trois  premiers  nombres.  Ecrivons-le 
quatre  fois,  en  intercalant  un  point,. comme  précédem- 
ment. Le  nombre  des  dérangements,  D3,  sera  quatre  fois 
dans  le  tableau  :  4D3.  Au  lieu  du  point  écrivons  le 
chiffre  4«  Quand  le  point  est  à  la  fin,  point  de  dérange- 
ment^ quand  il  est  au  troisième  rang,  nous  introduisons 
un  dérangement^  quand  il  est  au  deuxième  rang,  nous 
introduisons  deux  dérangements  ;  quand  il  est  au  pre- 
mier rang,  nous  introduisons  trois  dérangements.  En 
somme,  nous  introduisons  pour  six  permutations  de  trois 
nombres,  ou  (i  -H  2  -4-  3)P3,  o  4-  i  -h  2  -h  3  dérange- 
ments, et,  en  ajoutant  41^3?  nous  avons 

D4=:4D3-+-(H-2-H3)P3. 

De  même, 

Dszzi  5D4  +  (i  -4-  2  H-  3  +  4)P4. 
Généralement, 

D„^i=:(/l-M)D;i4-(l-+-2  +  3  +  4  +  .  ..  +  /l)Pa 
OU 

Dn-M  =  (/H-i)D„+-^— 'Pn- 

En  divisant  cette  dernière  équation  par  (/2  -4- 1  )  P^ = P/1+1 , 
il  vient 


—  > 


«-+-1 


p„    2 


et,  en  remplaçant  successivement  dans  cette  formule  n 


(8) 


par  I,  a,  3, 


D, 

Di 

I 

-i_ 

^~"    % 

Pi 

P. 

7 

2 

D, 

D, 

2 

P, 

P, 

■+- 

—  5 
2 

D» 

D, 

3 

K 

P3 

-h 

—  > 

2 

D„ 

B„ 

-1 

n  —  I 

1 

P» 

P„. 

-1 

1 

2 

Si  nous  additionnons  membre  à  membre  ces  différentes 
équations,  il  vient,  puisque  D^  =  o, 

T>n       1  +  2  +  3  +  . .  .H-(/l  —  l) 


P« 


ou 


Pn[n{n-i)]      P„Cî 
^'^^ 4 ~~^' 

Ainsi,  le  nombre  total  des  dérangements  est  égal  à 
la  moitié  du  produit  du  nombre  des  permutations  par 
le  nombre  des  combinaisons  des  n  nombres  deux  à  deux. 

Autre  démonstration.  —  Considérons  une  permu- 
tation quelconque  P«  \  écrivons  à  côté  la  permutation 
renversée  :  à  un  dérangement  de  la  première  dans  une 
combinaison  de  deux  nombres  correspond  un  non-déran- 
gement de  la  seconde.  Donc,  si  Ton  écrit  le  tableau  des 
permutations  de  n  nombres,  puis  à  côté  le  tableau  des 
permutations  dans  Tordre  renversé,  le  nombre  des  dé- 
rangements dans  le  premier  tableau  est  égal  au  nombre 
des  non-dérangements  du  second,  et  réciproquement. 
Mais,  dans  chacune  des  permutations  du  premier  et 
du  second  tableau,  le  nombre  des  dérangements  et  des 
non-dérangements  est  égal  au  nombre  des  combinaisons 


(9) 
de  n  objets  pris  deux  à  deux,  ou  C^j  \  par  suite,  le  nombre 
total  des  dérangements  ou  des  non-dérangements  est 
égal  à  P«C^.  Mais  le  nombre  des  dérangements  de  l'un 
égale  le  nombre  des  non-dérangements  de  Tautre,  et  in- 
versement 5  donc 

n^=- '  C.    Q.    F.    D. 


SllR  LA  DÉFORMATION  DU  GACHE-POT^ 

Par  m.  Edouard  LUCAS. 


Le  cache-pot  est  formé  de  fils  de  fer  ou  de  baguettes 
rectilignes  articulées  en  chacun  de  leurs  points  de  ren- 
contre. Il  présente  la  forme  générale  d'un  hyperboloïde 
à  une  nappe  5  les  baguettes  sont  des  génératrices  recti- 
lignes de  chacun  des  deux  systèmes. 

M.  Cayley  a  démontré  que,  si  Ton  déforme  ce  modèle 
d* hyperboloïde,  on  obtient  un  hyperboloïde  homofocal 
au  premier,  en  superposant  les  directions  des  axes.  En 
effet,  soit  Thyperboloïde  ayant  pour  équation 


^V  z!  _  ^^  _-  . 


cû'        h^       c^ 


considérons  deux  points  P  et  Q  de  cet  hyperboloïde  et 
désignons  leurs  coordonnées  par  x^^y^^  z^  et  ^25  JKs?  ^2* 
Posons 

x^—aa^,    y^—b^^y     z^  —  c^i', 
nous  aurons  les  équations 

(2)  a2^p2_^|^,. 


(    10    ) 

De  plus,  si  les  deux  points  P  et  Q  sont  sur  une  même 
génératrice,  en  exprimant  que  le  plan  tangent  en  P  con- 
tient le  point  Q,  on  aura 

(3)  aia2-Hpipj--YiYî  =  '- 

La  distance  8  des  points  P  et  Q  est  fournie  par  Texpres- 
sion 

^^  =  a\oL\  -  oil)  4-  b^{?\  -  PI)  +  c^TÎ  -  ïl). 

Considérons  un  second  hyperboloïde  ayant  même 
centre,  mêmes  directions  d*axes  que  le  premier,  et  pour 
longueurs  de  ses  axes  des  quantités  a',  b\  d  telles  que 

a'2  —  aP-—  b'^  —  b^z=ic^  —  c'2  =  X. 

Désignons  par  P  et  Q'  les  points  correspondant  à  P 
et  Q,  c'est-à-dire  ayant  pour  coordonnées 

œ\—a'ay,     y\—b'^u     ^\—c'-(u 
^2=:a'a2,     yj=ô'p2,     -2=c'y2- 

La  relation  (3)  étant  vérifiée,  les  points  P  et  Q'appar- 
tienneut  à  la  même  génératrice^  de  plus,  en  désignant 
par  8'  la  distance  V^Q\  nous  aurons 

S'^  =  «'^(aî-aI)  +  ^'^(PÎ-PI)  +  c'«(ï?~ïl). 
Par  suite , 

"^^^=(«î-«i)-t-(?î-pi)-(ï?-ï^)- 

Mais,  en  retranchant  (a)  de  (i),  on  voit  que  le  second 
membre  de  la  relation  précédente  est  nul^  donc 
PQ'=PQ. 

Donc,  si  Ton  considère  sur  le  premier  hyperboloïde 
un  quadrilatère  PQRS  et  sur  le  second  hyperboloïde, 
obtenu  par  la  déformation  du  premier,  le  quadrilatère 
PQ'R'S',  formé  par  les  points  P,  Q',  R',  S'  correspon- 


(  1'  ) 

daiit  à  P,  Q,  R,  S,  ce  quadrilatère  est  tel  que 

FQ'=PQ,     Q'R'=:QR,     R'S'=RS,     S'P'=:SP. 

Il  en  résulte  que  tout  quadrilatère  gauche  PQRS  peut 
se  déformer  sans  changer  la  longueur  des  côtés  suivant  le 
quadrilatère  correspondant  de  Thyperboloïde  homofocal. 

C.   Q.  F.   D. 


CONSTRUCTION  DE  LA  PARABOLE  OSCULATRICE  EN  UN  POINT 

D^UNE  COURBE; 

Par  m.  g.  KŒNIGS, 

Élève  à  l'École  Normale  supérieure. 

Je  m'appuierai  sur  le  théorème  suivant,  qui  est  bien 
connu  : 

Le  rayon  de  courbure  dans  la  parabole  est  égal  au 
double  du  segment  compté  sur  la  normale  à  partir  de 
son  pied  jusquau  point  oii  elle  rencontre  la  directrice. 

Soient  M  un  point  d'une  courbe,  MT  la  tangente  et  C  le 
centre  de  courbure  \  menons  une  corde  mn  parallèle  à  la 
tangente  et  rencontrant  la  courbe  aux  points  m  et  w,  voi- 
sins du  point  M  \  considérons  la  parabole  effective  qui 
passe  par  les  points  /rz  et  tz,  et  qui  est  tangente  en  M  à  MT. 
I  désignant  le  milieu  de  ttztz,  MI  est  le  diamètre  de  cette 
parabole  conjugué  de  la  direction  de  cordes  MT.  Cela 
posé,  faisons  tendre  mn  vers  MT,  la  parabole  tend  à  se 
confondre  avec  la  parabole  osculatrice,  et  MI  tend  vers 
la  tangente  MP  au  point  M  à  la  courbe  lieu  du  point  I. 

Ainsi  : 

Le  diamètre  de  la  parabole  osculatrice  en  M,  con^ 
jugué  de  la  tangente  MT,.e5^  la  tangente  au  point  M  à 


(  '2  ) 

la  courbe  lieu  des  points  milieux  des  cordes  parallèles 
à  UT. 

D'ailleurs,  si,  sur  la  normale  et  cuscas  inverse  de  MC, 
nous  portons  une  longueur  MD  =^  7MC,  nous  obtenons 
en  D  un  point  de  la  directrice  :  la  perpendiculaire  DH 
abaissée  surMP  est  donc  cette  directrice. 

On  aura  le  foyer  F  en  cherchant  sur  le  cercle  de 
centre  M  et  tangent  k  DH  un  point  tel  que  les  angles 
CMP  et  CMF  soient  égaux. 


SOIUTION  GEOMETRIQUE  D'UNE  QUESTION  PROPOSEE  M  1879 
AV  CONCOURS  D'AfiRfiG4TI0N  POUR  L'ENSEIfiNEHENT  SE- 
CONDAIRE SPECIAL; 

Par  m.  Léonce  LEBRUN, 

Élève  au  Prytaoée  militaire  de  La  Flèche. 

Trouver  la  perspective  d'une  hélice,  le  tableau  étan 


perpendiculaire  à  son  axe  et  le  point  de  vue  S  étant  sur 
cet  axe. 


(  «3  ) 

La  perspective  d'un  point  M  se  trouve  sur  le  rayon  vi- 
suel MS,  dans  le  plan  du  tableau  et  dans  le  plan  diamé- 
tral du  cylindie passant  par  M.  Ce  sera  donc  M'. 

La  tangente  à  la  courbe  perspective  sera  Tintersection 
du  plan  du  tableau  avec  le  plan  tangent  au  cône  le  long 
de  la  génératrice  MS.  Cette  tangente  en  M'  passe  donc 
par  la  trace  de  la  tangente  à  Thélice  en  M  sur  le  plan 
du  tableau.  Ce  sera  donc  M' T. 

Joignons  M'T  et  prolongeons  jusqu'à  la  rencontre  avec 
la  parallèle  à  AT  menée  par  O,  c'est-à-dire  jusqu'en  R^ 
je  vais  démontrer  que  OR  =  const. 

Les  deux  triangles  M' OR  et  M' AT  sont  semblables  et 
donnent 

0R_  OM^ 
AT  ~"  ÀM'  ' 

Les  deux  triangles  M'A  M  et  M' OS  donnent  de  même 

oivr  _  OS 

AM'  ""  AM  * 
Donc 

AT 

ORi=OS^. 
AM 

Mais,  puisque  M  est  un  point  de  l'hélice, 

AT 


AM 


=  const.  ; 


donc  OR  est  constant. 

Mais  remarquons  que  OR  est  la  sous-tangente  de  la 
perspective  de  Thélice  au  point  M'  si  O  est  le  pôle,  carR 
est  le  point  de  rencontre  de  la  tangente  avec  la  perpen- 
diculaire au  rayon  vecteur  menée  par  O. 

La  perspective  est  donc  une  courbe  telle  que  sa  sous- 
tangente  est  constante  :  c'est  donc  une  spirale  d'Archi- 
mède. 


(  i4) 


SOLUTION  DUNE  QUESTION  PROPOSÉE  EN  1876  AU  CON- 
COURS ENTRE  LES  CLASSES  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 
DE  L'ACADÉMIE  DE  DOUAI  -, 


Par  m.  a.  HILAIRE, 

Professeur  au  lycée  de  Douai. 


A,  B,  C,  D  étant  les  pieds  des  quatre  normales  à  une 
ellipse  donnée,  issues  d'un  même  point  P,  on  suppose 
que  le  point  P  se  déplace  de  manière  que  la  corde  AB 
conserve  une  direction  constante,  et  on  demande  le  Heu 
des  centres  des  cercles  circonscrits  aux  triangles  ABC 
et  ABU. 

Soient  a^j^  -h  b^x^  —  a^b^  =  o  Téquation  de  Tellipse 
donnée,  j — mx  —  n  =  o  Téquation  de  la  droite  AB 
dans  une  de  ses  positions^  la  droite  CD,  si  elle  était  in- 
dépendante de  AB,  aurait  une  équation  de  la  forme 
px-h  qjr-hr=:o^  et,  en  admettant  que  p^  q^  r  con- 
tiennent implicitement  un  même  facteur  indéterminé, 
Véquation 

(i)  a^/^-h  b^x^ — a^b^-\-{y  —  mx  —  n){px-\-qy-{-  r)^o 

représenterait  une  conique  quelconque  passant  par  les 
quatre  points  A,  B,  C,  D.  Pour  avoir  Téquation  véritable 
de  CD,  j'exprime  que  la  conique  (i)  se  confond  avec 
rhyperbole  équilatère  qui  doit  contenir  les  pieds  des 
quatre  normales  :  il  suflSt  d'écrire  que  dans  Téquation  (i) 
les  coeflScients  de  x^  et  de  y^  sont  nuls,  ainsi  que  le 
terme  indépendant. 


( 

13 

J'ai  ainsi 

a^-^q      o, 

d'où 

q  ■—       a\ 

6* — mp      o, 

b^ 
P       — ' 

a^b'^-^  nr       o, 

a^b^ 

r 

n 

X'équation  de  CD  est  d 

onc 

—  X  —  a?' 
m 

a 

y 

2^2 

0. 

n 

C  et  ly  étant  les  points  symétriques  de  C  et  D  par 
ra.  j)port  au  centre  de  Tellipse,  la  figure  CD  CE/  est  un 
parallélogramme  concentrique  à  Tellipse,  et,  d'après  le 
tlxéorème  de  Joachimstlial,  les  cercles  circonscrits  aux 
triangles  ABC  et  ABD  passent  respectivement  par  les 
points  D'  et  C^ 

Or  il  est  facile  d'avoir  Téquation  du  système  des  paral- 
lèles CD',  DC. 

En  eflFet,  l'équation  du  système  des  parallèles  CD,  GU 
étant  évidemment 

—  x—  a*  y —  =  o, 

l'équation  générale  des  coniques  passant  par  les  points 
de  rencontre  de  l'ellipse  et  de  ce  premier  système  est 

(2)  X(a272_^62^2_^2^2)_r/^^__^2^y_^l3^o. 

J'écris  la  condition  pour  avoir  une  conique  du  genre 
parabole  : 

«*^*  /      4  -i       2xAa2  ^*\ 

ou 

-  X^a^^î'-H  X  Ta^ô*  +  ^  W  o. 

m} 


m 


(  ««) 

Cette  condition  se  dédouble  en  A  =  o,  qui  donne  le 

système  CD,  C'iy,  et  )v  =  a^  _j _,  q^î  correspond  au 

système  Ciy,  DC. 

On  a  donc,  pour  équation  de  ce  dernier  système, 

— r7  +«^^  -^2 xrH a' 6*1  a»  H î)=o, 

ou,  en  divisant  tout  par  à^b^^ 

H . 1  a»  H i  )  ---  o, 

;£--)'-[(«-|)-y;]- 

ou,  en  posant 

D'après  cela,  Téquation  générale  des  coniques  circon- 
scrites à  Tun  des  quadrilatères  ABCD'  ou  ABDC  est 

ay-h  b^x^  —  a^b^-\-  \j.{y  —  mœ  —  n)  {y  '\-  mx zh  n! )  ^=io. 

Cette  équation  représentera  un  cercle,  puisqu'il  n'y  a 
pas    de    terme    en    xj^    si    a^'^^=zb^ — l^''*^?  d'où 

fji  == .  On  remplacera  [jl  par  sa  valeur  et  Téqua- 

tion  ne  contiendra  plus  que  les  indéterminées  n  et  n'. 
Rcpréscntons-la  par 

(4)  /(^,r)  =  o. 


(  17) 
Le  centre  est  donné  par  les  deux  équations 

(5)  /'(^)-o, 

(6)  /'(j)  =  o, 

qui  conlîendront  aussi  les  indéterminées  n  et  n'\  donc, 
pour  avoir  l'équation  du  lîeu,  il  n'y  a  qu'à  éliminer  n 
et  n'  entre  les  équations  (  5 )  et  (  6  )  et  la  relation  (3  ). 

L'élimination  est   immédiate,  car  les  équations  (5) 
et  (6)  ne  contiennent  n  et  n'  qu'au  premier  degré. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 
PROPOSÉE  AU  CONCOURS  GÉNÉRAL  DE  i878; 

Par  m.  Carlos  MICHAUX, 
Élève  du  lycée  de  Douai  (classe  de  M.  Guillot). 


Les  droites  A'OA,  B'OB,  GOdsont  trois  axes  de 
coordonnées  rectangulaires  ;  on  suppose  O A'  =  OA  =  «, 
OB'=  OB  =  b,  0C'=  OC  =  c. 

Déterminer  :  i^  le  lieu  des  axes  de  rés^olution  des  sur- 
faces  de  révolution  du  second  degré  qui  passent  par  les 
six  points  A',  A,  B',  B,  C,  C-,  2"  le  lieu  des  extrémités  D 
de  ces  axes. 

On  construira  la  projection  du  lieu  du  point  D  sur  le 
plan  AOB,  en  supposant  a^  c'^b^  et  Von  partagera 
la  courbe  en  arcs  tels,  que  chacun  d'eux  corresponde  à 
des  surfaces  de  même  espèce. 

L'équation  générale  des  surfaces  du  second  degré  pas- 
sant parles  six  points  A',  A,  B',  B,  C,  C  est,  en  suppo- 

yfnn.  de  Mathémat,^  a«  série,  t.  XX.  (Janvier  1881.)  2 


(  >8) 
sant  le  terme  indépendant  diûérent  de  zéro, 

CC'^  V^  !^ 

— 5  H-  Tï  -H  -^  -+-  2Br^  H-  'x^'xz  H-  iV>\vr  —  i  —  o. 
œ-       0^       c^ 

Lorsque  la  surface  est  de  révolution,  l'équation 


-h  2  B  j<3  H-  2  B' JTJ  -h  2  B".rj'  --  o, 

qui  donne  les  plans  cycliques,  devient  rune  des  équ; 
tions 

Ces  équations  représentent  les  plans  principaux  para, 
lèles  aux  axes  des  surfaces  considérées  :  les  axes  seroi 
donc  donnés  par  les  équations 

X  y  z 


ou 


v/ï^  ^v/î-"  ^v/^ 


œ'^  r'  z^ 


1 c:       1 s       J_  _  s 


En  éliminant  la  variable  S,  on  obtiendra  facilement  1 
lieu  des  axes  : 


C'est  un  cône  du  second  degré  rapporté  à  ses  axes  < 
sur  lequel  on  peut  placer  un  trièdre  trirectangle. 
Les  sommets  se  trouvant  à  l'intersection  de  Taxe  < 


(  19  ) 
de   la  surface,  les  coordonnées  de    ses  poînts  doivent 
satisfaire  aux  équations 

(i) =  --^ •  = = , 

I  Q  Jt  Q  I  Q  I  I  ï  oc 

a^  b^  c^  a^        b^       c^ 

/*  représentant  le  carré  de  la  demi-longueur  de  Taxe. 

Mais,  T  -+~  T5  H — ?  étant  un  invariant,  on  a 
a^       b^       c^  '  - 

_L.       _L       J_  —  _L         Q 

a2  "^  ^2  +  ^2  -  /2  -+-2Î5, 

puisque  S  est  Tinverse  du  carré  du  rayon  du  parallèle 
dont  le  plan  passe  par  le  centre. 

En  tenant  compte  de  cette  relation,  les  équations  (i) 
deviennent 

œ^  j2      ^       ^2 


a*  b^  c^ 


I 


^2      '      ^2      '      ^2  ^"^jya^   ^    b^      '      C2 

En  éliminant  S,  on  obtiendrait  aisément  les  équations 
du  lieu,  mais  il  est  préférable  de  construire  immédiate- 
lïient  la  projection  sur  le  plan  des  xj^  au  moyen  de  la 
variable  auxiliaire  S. 

Pour  partager  en  arcs  correspondant  à  des  surfaces 
de  même  espèce,  nous  remarquons  d'abord  que  des  el- 
lipsoïdes et  des  hyperboloïdes  à  deux  nappes  peuvent 
seuls  donner  des  points  réels  ^  nous  distinguerons  ces 
deux  surfaces  par  le  signe  de  S,  S  étant  négatif  pour  des 
hyperboloïdes  et  positifs  pour  des  ellipsoïdes,  puisque  le 
parallèle  dont  le  plan  passe  par  le  centre  est  imaginaire 
dans  le  premier  cas  et  réel  dans  le  second. 


(■<") 

Ou  construit  facilement  ]cs  deux  courbes  que  l'on  ob- 
tient en  supposant 

3  11  3  11 

/>*        <i'        c'  b'        n'        (T™ 


même  question  a  ttt'  n 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  DS  HATHÉHiTIOUES  SPECULE^ 
PROPOSÉE  AU  CO?(COURS  GË^ËRAL  OE  187»; 

Par  m.  J.  GRIESS, 

Maître  répi'tilcur  au  \yféf  d'Alger. 


On  donne  un  hyperboloïde.  Par  un  point  P  pris  dan^ 
le  plan  de  l'ellipse  de  gorge  on  mène  une  parallèle  Bf 
une  génératrice  /quelconque,  et  l'on  considère  le  cylindre 
de  révolution  qui  aurait  pour  axe  cette  parallèle  et 
passerait  par  la  génératrice.  Ce  cylindre  coupe  l'hy- 
perboloïde  suivant  une  courbe  qui  se  projette  sur  le 
plan  horizontal  suivant  une  courbe  du  troisième  degré. 
Cette  courbe  du  troisième  degré  possède  un  point  double 
dont  on  demande  le  lieu. 


(  a.   ) 

Soient  a,  ^  les  coordonnées  du  point  P  par  rapport 
au  centre  de  Thyperboloïde.  L'équation  de  l'hyperbo- 
loïde  étant 


— r-+-^-r r  — I 


a*       b' 


les  équations  d'une  génératrice  quelconque  sont 


G 


ne*  " 

—  =  sin  9  —  -  CCS  CD  > 
a  ^        c        ^ 


y 


=:  COSîp  -f-.-  sincp- 


Prenons  le  point  P  pour  origine,  ces  équations  de- 
viennent 


a' 


-3i-'  =  o. 


X  -\-  % 
a 


smcp coscp  , 


coscp  H —  sincp, 


Les  équations  d'une  parallèle  menée  par  P  sont 


ou 


—  -=:. ces  9 

a  c        ' 


X 


b^'c 

y    _ 


sincp. 


—  a  coscp       b  sincp       c 

Pour  former  l'équation  du  cylindre,  prenons   une 
sphère  dont  le  centre  est  l'origine 

cT*  -h  7*  H-  ^*  —  p*  —  o , 

et  écrivons  l'équation  du  cylindre  circonscrit  suivant  le 
plan  diamétral  perpendiculaire  à  la  génératrice.  L'équa- 
tion de  ce  plan  est 

—  ax  coscp  -h  by  sincp  +  C5  =  o, 


0-  =: 


(  '^2  ) 
et  celle  du  cylindre  sera 

{x^-hy^  -f-^^  —  P*)(^'  co^*cp  4-  b^  sin*îp  -h  c^) 

—  ( ax  cos Ç5  —  by  sin îs  —  c j )'  =^  o. 

Le  rayon  p  de  celte  sphère  sera  la  distance  du  point  P 
à  la  génératrice  de  riiyperholoïde.  Or,  la  distance  d'un 
point  [x^  y^  z)  à  la  droite 

est  donnée  par  la  formule 

{x  —  az  —  pY -{-  (y  —  b z  —  qY  -^-\h{x—p)  —  a{y  —  7)]* 

a^-^  b^-\-i 

Comme  P  est  l'origine ,  cette  formule  se  réduit  à 

p^  -+-</'  -i-  (  bp      aq  "i^ 
a""  -^  //-  —  I 

En  mettant  les  équations  de  G  sous  la  forme 

a 

X  ziz:  a  sm  9  —  a cos  o.  z, 

c        ' 

y=zo  coscp  —  p  H —  siii'f  .-3, 
Texpression  de  p^  sera  donc 

(asin'f  —  a)' H-  {b  coscp  —  p)*  -i-    -sin9(a  sincp—  a) 0059(6  coscp- 

^ [_£ £^ 

a'  cos'  <p-r-b*  sin*  o 

? "-' 

c-\{a  sincp--g)'-  (6  cosy  — P)']-^-[6  siny  (g  siny— a)-'  a  0059(6  coso- 

a*cos'9 -I- ô'sin'cp -t- c' 

c'[(qf  sin9       a)'  --  (b  cos 9  —  p)*]-^-  (a6  —  6a  siny--  q^  0059)* 

a*  cos' 9  -h  b*  sin-9  -h  c* 

Le  point  double  étant  la  projection  de  deux  points  de 
la  courbe  situés  sur  la  même  verticale,  il  est  clair  que  le 
milieu  de  cette  corde  appartiendra  aux  deux  plans  dia- 
métraux conjugués  des  cordes  verticales  dans  les  deux 


(23.) 

surfaces.  Dans  Thyperboloïde,  ce  plan  diamétral  est  le 

plan  de  Tellipse  de  gorge.    Dans  le  cylindre,    il  sera 

donné  par  réquationyT  =  o.  Il  est  clair  que  dans  le  cas 

actuel  Tîntersection  des  deux  plans,  étant  située  dans  le 

plan  de  projection,  ira  passer  par  le  point  double. 

On  a 

f!.^=iz{a^  cos*cp  H-  b^  sin'^-+-  c^) 

-h  ic{ax  coscp  —  hy  sincp  —  cz)  =  o. 

En  faisant  dans  cette  équation  ^  =  o,  on  aura  la  droite 

cherchée  :  c'est 

ax  coscp  =:  by  sincp. 

On  voit  qu'elle  est  perpendiculaire  à  la  projection  de 
la  génératrice  donnée. 

Concevons  maintenant  qu'en  tous  les  points  de  cette 
droite  nous  élevions  des  perpendiculaires  ;  quand  nous 
arriverons  au  point  double,  la  perpendiculaire  corres- 
pondante rencontrera  les  deux  surfaces  en  deux  points 
communs,  situés  d'ailleurs  symétriquement  par  rapport 
au  plan  des  xj.  Les  équations  aux  z  des  points  d'inter- 
section de  cette  perpendiculaire  avec  les  deux  surface  de- 
vront donc  avoir  les  mêmes  racines.  C'est  en  écrivant 
cette  condition  que  nous  aurons  le  lieu. 

Une  perpendicidaîre  au  plan  des  xj  en  un  point  de 
la  droite 

^    _    r 

b  sin©       a  coscp 
a  pour  équations 

^.      =      ^     —l 
6  sincp       a  coscp         ' 

\  variant  à  mesure  que  le  point  se  déplace  sur  la  droite. 
On  tire  de  là 

^  zn  6  )t  sin  cp ,    ^nnaXcoscp. 

/  I  ' 

Remplaçant  a:  et  y  par  ces  valeurs,  Téquation  de  l'hyper- 


(24) 

boloïde  devient 


(^)v  sincpH-a)*       (rtX  coscp-h^)* 


Portant  ces  mêmes  valeurs  dans  Téquation  du  cylindf  ^ 
il  vient 

(6^X2  sin*tp  -f-  an^  cos*©  -+-  3»  —  p*) 
X  (a^  cos^cp  -h  0^  siii'cp  -h  c*) 
—  {abl  sincp  coscp  —  abl  sin«p  coso  —  ce)*  .=::  o 
ou 

z^{a^  cos^cp  H-  b^  sin*cp) 

=  p2(a*  cos^cp  -f-  b^  sin*çp  -h  c*) 

—  X*(^*  sin^cp  -h  a^  cos*ç&)  (rt*  ces* es  -h  6*  sin*c>  -f-  c*) 

Or, 

P^{a^  cos*ç)  H-  6*  sin^çp  -h  c*) 

"-  c'*[(a  sincp  —  a)*  +  (6  coso  —  3*] 
(6a  sincp  -h  ap  coso  —  a6)'. 


Remplaçant  et  écrivant  que  les  deux  valeurs  de  z^  sont 
égales,  il  vient 


r  (6X  sincp  H- aV^       (aX  coscp-f- 3)'         "1 


c^[{a  sincp  —  a)*  +(6  coscp  — ?)*]-!-(«?  coscp  -+-  b%  sin©  —  ab 

a^  cos*cp  -h  b"^  sin*o 
—  X2(a^  cos^cp  4-  6^  sin^cp  +  c*). 

Cette  équation  est  du  deuxième  degré  en  \,  Il  semble 
donc  que  sur  chaque  droite  d'intersection  des  plans  dia- 
métraux il  y  ait  deux  points  doubles,  ce  qui  est  impos- 
sible dans  une  courbe  du  troisième  degré. 

Or,  considérons  le  point  A,  projection  du  point  P  sur 
la  projection  horizontale  G' de  la  génératrice.  Si  en- ce 
point  j'élève  une  perpendiculaire,  cette  perpendiculaire 
rencontre  Yii  génératrice  G  et  sa  symétrique  en  deux 
points  qui  sont  aussi  situés  sur  le  cylindre.  Donc  une 


(25) 

des  valeurs  de  X  correspond  au  point  A  et  l'autre  corres- 
pond au  point  double.  Nous  pouvons  trouver  la  valeur 
de  X  relative  au  point  A.  Ce  point  est,  en  effet,  défini  par 

les  équations 

JT  y 

7 — ; — '■ J 

o  sincp       a  coscp 

(.r-h  a)  sincp       {y  -{-^)  cosf 

a  o 

En  écrivant  que  le  point  d'intersection  de  ces  deux 
miroites  satisfait  aux  équations 

^  y      _ . 

—  A, 


b  sincp       a  coscp 

nous  aurons  la  valeur  de  X.  En  éliminant  xety  entre 
ces  deux  dernières  et  la  seconde  des  premières,  on  a 

(6X  sincp -f-a)sin«>       (aX  coscp -h  p)  coscp 

' —  I  ) 


a  b 

"■  l(b^  sin*<p  4-  a*  cos^cp)  =i  ab  —  boL  sincp  —  ap  coscp, 

ab — 6a  sincp  —  a p  coscp 

A  := ■ ;; • 

a^  cos^  cp  -r  0^  sin^  cp 

Si  donc  nous  retranchons  cette  valeur  de  la  somme 
X'h-  X"  fournie  par  Téquatioa  du  second  degré,  il  nous 
restera  la  valeur  de  X  relative  au  point  double.  Cette 
équation  du  second  degré  s'écrit 

j{a^b*  cos' cp  H-  6* a'  sin^ cp  +  6* c^  sin^ cp  4-  a* c^  ces* o  -{-  a^b^ c^) 

valeur  cherchée  est  donc 

2c^(b^oL  sin  Cp  -J-  a^  ^  cos  cp ) 
a*  b*  (  o*  cos*  cp  -f-  6*  sin*  cp  )  -t-  c*  ( «*  cos*  cp  -h  6*  sin*  cp  4-  a*6*  ) 
ab — boL  sincp  —  a^  coscp 
6*  sin*cp  -h  a*  cos*cp 


(  ^c»  ) 

Il  suffît  maintenant,  pour  trouver  l'équation  du  lieu, 
d'éliminer  X  et  ç  entre  cette  équation  et  les  équations 


.r  )• 


b  siiic5       a  cos'i 
On  tire  de  ces  dernières 


ûf' 


b  a  .  fjr^       r*         i     /— — j-t-l 

-, — ~  A  r-  4  /  — -  H-  -^ r  V^^"^*  —  ^'  >  ^ 

m  Ci       ooscp  y    b*      a*      ab^ 


sin 
En  posant 


on  a 

^         k  .  a,r  br 

ab  *  Â  •         A 

En  substituant  dans  la  valeur  de  )v,  il  vient 


^r;  —  boL—. «3-7- 

A'  ^    __ 

Multiplions  par  -77  et  divisons  haut  et  bas  par  aJ, 

A 


'    a^^-^  (  J?*  -+-  7^  )  -h  c^  (  ^-^a'-  -t-  rt  V'  )  -^  <^''/' 


2 


OU  bien 


k  —  a.r  —  3  >• 

J7*  -h  >•* 


Faisons  passer  h  dans  le  second  membre,  élevons  au 
carré  et  divisons  par  («^^2^2 p.  jj  vient 

'^  +  i  -?)(-'+^>'') + "'^(^.  -  i  -  ?)+  ^y  (i  -  i  -  ^)] 

C'est  une  courbe  du  quatrième  degré  possédant  un  point 
double  à  roriginé. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  A.  Leinekugel. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  PROPOSÉE  EN  1879,  POUR 
L'ADMISSION  A  L ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE-, 

Par  m.  J.  GRIESS, 

Maître  répétiteur  au  lycée  d'Alger. 


Etant  donné  un  tétraèdre  OABC  défini  par  l'angle 
t:.r^ièdre  O  et  les  longueurs  ^a^  ^b,  J^c  des  trois  arêtes 
O^,  OB,  OC  : 

1®  Démontrer  que  l'ellipsoïde  qui  admet  pour  dia- 
^^^  êtres  conjugués  les  trois  droites  qui  joignent  les  mi- 
^^cux  des.  arêtes  opposées  deux  à  deux  est  tangent 
f^t^éx  six  arêtes  du  tétraèdre. 

a®    Trouver  l'intersection  de  cet   ellipsoïde  et   de 
^* hjperboloïde   engendré  par  une  droite  mobile  qui 
*  cppuie  sur  trois  droites  menées  l'une  par  le  milieu 
de  OA  parallèlement  à  OC,  la  seconde  par  le  milieu 
de  OC  parallèlement  à  OB  et  la  troisième  par  le  mi- 
lieu de  OB  parallèlement  à  OA. 

3'  Par  chacun  des  points  où  la  droite  mobile  perce 
Id  surface  de  l'ellipsoïde^  on  mène  un  plan  parallèle 
ûtt  plan  tangent  en  Vautre  point  :  démontrer  que  ces 


(  «8) 
deux  plans  passent  par  le  centre  de  l'ellipsoïde  et  troi^ — 
ver  le  lieu  de  leur  intersection, 

I"  Soient  S,  P,  M  les  milieux  des  arêtes  OA,  OB,  Od 
et  R,  Q,  N  les  milieux  des  arêtes  BC,  AC,  AB  (le  lec — 
teur  est  prié  de  faire  la  figure).  Considérons  l'ellipsoïde 
qui  a  pour  diamètres  conjugués  les  droites  MN,  PQ,  RS 
qui  se  coupent  en  K;  je  dis  qu'il  est  tangent,  par  exemple  ^ 
à  BG.  En  effet,  le  plan  MPQN  contient  deux  diamètres 
conjugués  de  RS  ;  c'est  donc  son  plan  diamétral  conja— 
gué,  et,  par  suite,  le  plan  tangent  en  R  est  parallèle  à 
MPQN.  D'ailleurs,  ]VIP  et  QN  sont  parallèles  à  BC5  BG 
est  donc  parallèle  au  plan  diamétral  conjugué  de  RS,  et, 
par  suite,  elle  est  contenue  dans  le  plan  tangent  en  R. 
Donc  BCest  tangente  à  rellipsoïde.  Remarquons  que,  si 
Ton  cherche  la  section  de  cette  surface  par  le  plan  ABC  ^ 
ce  sera  une  ellipse  tangente  aux  trois  côtés  du  triangle 
en  leurs  milieux. 

Formons  l'équation  de  l'ellipsoïde.  Les  équations  d^s 
trois  plans  diamétraux  sont  : 

MNPQ...  cy  -^  bz  —  ibc  —  o, 
PQRS...  bx-\-aY — 2a6^=o, 
MRSN...      ex -X- az — 2ac  =  o. 

L'équation  de  l'ellipsoïde  sera  donc  de  la  forme 

{cy  -^  bz  --  o,  bc)        (cx-\-az  —  lacY 

{bx-\-aY — 2aby 


t 


Exprimons  que  cette  surface  passe  par  M,  jc  =  o,  }  =0, 
=  2Ci^  il  vient 


ia'b'—^;*, 


on  aurait  de  même 


(  29) 
le  sorte  que  réqualîon  devient 

{cy~-bz  —  9.bc)'^       {cx-\-az  —  9.ac)' 


(hx  -h  ay  —  lahy 

tâyb^ 


=  I. 


Hemarquons  qu'elle  admet  pour  centre  le  point  (a,  i,  c)-, 
ransportons  l'origine  en  ce  point  :  Téquation  devient 


y        z\2       (x       z\^       (x        r\*       , 


HX  bien 

,r'        r'        z^        yz       xz       xy 

"T  -H  Vr  -h  1  -h  7-  H \-  -^  — 'A. 

a^        h^        c^        oc        ac        au 

2°  Menons  les  trois  droites MR,  PN,  QS  qui  doivent  être 
es  trois  directrices  de  Thyperboloïde.  Je  remarque  que  la 
Iroite  MQ  qui  rencontre  MR  et  QS  est  parallèle  à  PN  ; 
i'est  donc  une  génératrice  du  second  système.  Il  en  est 
le  même  des  droites  NS  et  PR.  Remarquons  que  les  plans 
angents  en  M  et  N,  P  et  Q,  R  et  S  sont,  par  conséquent, 
Parallèles  deux  à  deux;  Thyperboloïde  a  donc  le  même 
-entre  que  T ellipsoïde. 

Cherchons  la  section  de  cet  hyperboloïde  par  le  plan 
A.BC  ;  elle  contiendra  les  trois  points  R,  Q,  N.  La  tan- 
gente en  Q  est  l'intersection  du  plan  tangent  en  ce  point 
^vec  la  face  ABC.  Or  ce  plan  tangent  est  le  pian  des 
droites  MQ  et  QS,  c'est-à-dire  la  face  OAC.   La  tan- 
gente est  donc  AC.  On  verrait  de  même  que  les  tangentes 
euR  et  N  sont  les  droites  BC  et  AB.  Donc  la  section  est 
l'ellipse  inscrite  dans  ABC  et  tangente  aux  milieux  des 
côtés. 

Si  l'on  rapproche  ce  résultat  de  celui  qu'on  a  obtenu 
pour  l'ellipsoïde,  on  voit  que  les  deux  surfaces  ont  cette 
ellipse  en  commun,  et  par  suite  se  pénètrent  suivant 


(3o  ) 

deux  courbes  planes.  La  seconde  est  une  ellipse  égale 
la  première  et  symétrique  par  rapport  au  centre  K.  E 
est  circonscrite  au  triangle  MPS. 

Cherchons  Téquation  de  rhyperboloide.  Un  plan  p 
sant  par  MR  aura  pour  équation 

un  plan  passant  par  QS, 

x  -  -  2a  -h  Xj  j'  1=  o. 

Exprimons  que  la  droite  définie  par  ces  deux  équatic 
rencontre  PN, 

-  —  o,     J  —  2  b, 

on  trouve 

a\  —  bW^  —  c  =  o. 

D'ailleurs, 


2  6*  —  z  ').a  —  X 

A  :rr  j        Aj  -:= 


X  Y  ^ 


on  a  donc 


2C  —  Z  ,2C  —  Z   'ici  —  X 

a b c  =  G. 

X  X  y 

Transportons  l'origine  au  centre  a,  i,  c  : 

a{y  H-  b){c  —  z)  —  ^(c'  —  z){a  —  x)  —  c(x  ■^-a){y  -r-  b)- 

Effectuant  et  divisant  par  abc,  il  vient 

yz        xz       xy 

-\ — 7-4-1  =  0. 


bc        ac        ab 
Ajoutons  cette  équation  à  celle  de  rellipsoïde;  il  vit 


X         y  ^^  ^ 


^a        b         c 
ou 

X        y        z        , 

abc 


(  3i  ) 

Il  mtersection  se  compose  donc  bien  de  deux  courbes 
nés  symétriques  par  rapport  à  l'origine.  Pour  démon- 
r  que  ce  sont  les  ellipses  circonscrites  à  MPS  et  RQN, 
Qons,  par  K,  IH  parallèle  à  OC,  rencontrant  en  I  la 
3  ABC  et  en  H  la  face  OAB  ^  on  a 

,..       IH       OS       OC 
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aurait  de  même,  sur  des  parallèles  menées  par  K  aux 
x  autres  axes,  les  longueurs  a  et  b.  L'équation  du 
ni  ABC  ou  RQN  est  donc 

a^        y        z 
abc 

"Soient  X4  5/1,  -i ,  X2,  ;)  2î  -2:2  les  coordonnées  des  points 
rencontre  de  l'une  des  génératrices  de  Thyperboloïde 
c  rellipsoïde.  Le  plan  mené  par  le  premier  point 
allèlement  au  plan  tangent  au  second  a  pour  équa- 
1 

La  condition  pour  que  ce  plan  passe  par  le  centre  est, 
prenant  les  équations  rapportées  à  K  comme  origine, 

5  en  remplaçant  les  dérivées  par  leurs  valeurs  (/'désî- 
ant  le  premier  membre  de  l'équation  de  rellipsoïde), 

-■î  OCst  ^Sf  Zi> 

abc 

0  \  b  a         c  J        c  \  c  a         b  ) 

Remarquons  que  les  deux  points  considérés  appar- 
ûnent  à  l'intersection  des  deux  surfaces  et  sont  situés 
n  dans  le  plan  RQN,  l'autre  dans  le  plan  PMS»  On  a 


(32    ) 

donc 

/  \  "^1        ^'i       "^1 

(2)  fî  +  :Ç   +   £î^_,. 

^  abc 

En  tenant  compte  de  ces  relations,  la  condition  ci-d 
sus  peut  s'écrire 

5(Î-)--?B?-')-f(? -')-»■ 

Exprimons  maintenant  que  les  deux  points  considé: 
sont  sur  une  même  génératrice  de  Thyperboloïde.  Pc 
cela,  il  suffira  d'exprimer  que  le  point  (x25j>^2î  ^2) 
dans  le  plan  tangent  àThyperboloïde  au  point  (j::,  O'^iî  ^ 
Ce  dernier  a  pour  équation 


b         cl        b\  a         cl       c\  a  b   J    ' 

et  la  condition  demandée  sera 


(4)   '-^—7 '■ i ■ 4-'  , ^^-^-r  2  = 

a^  ac  «/c 

Faisons  maintenant  le  produit  des  équations  (  i  )  et  ( 


a^  />*  r^       '  a^* 


-+- 


ac  bc 

Tenant  compte  de  (4),  cette  relation  s'écrit 


.Ti  JTz      ■       Vj  l'2  ^1  ^2   

I  à        '  • 


a^  b^  c^ 

On  retrouve  la   condition    (3).    Comme  celle-ci    n 


(  33  ) 
(|i.x*une  transformation  de  la  relation 

iGLle  dernière  est  elle-même  vérifiée.  D'ailleurs,  on  aura 
1X1  ssi,  par  symétrie, 

Donc  le  second  plan  passe  aussi  par  le  centre. 
L'intersection  de  ces  deux  plans  a  donc  pour  lieu  un 
cône  dont  le  sommet  est  au  centre.  Je  dis  que  ce  cône  est 
du  second  degré.  En  effet,   si  nous  considérons  Tinter- 
section  des  plans  tangents  en  (xi,j^i,  z^  et  (^25^^25  -^o), 
celte  intersection  est  la  conjuguée  de  la  génératrice  qui 
passe  par  ces  deux  points,  par  rapport  à  Tellipsoïde. 
Donc  elle  s'appuie  constamment  sur  trois  droites  fixes 
qui  sont  les  conjuguées  des  directrices  du  premier  hy- 
perboloïde,  et,  par  conséquent,  le  lieu  de  cette  droite 
est  aussi  un  hyperboloïde,  ayant  le  même  centre  que  le 
premier.  Le  lieu  cherché  n*est  autre  chose  que  le  cône 
asymptote  de  cet  hyperboloïde. 

Pour  trouver  son  équation,  prenons  d'abord  les  équa- 
tions des  conjuguées  des  directrices  primitives.  Pour 
cela,  il  suffit  de  chercher  les  plans  tangents  aux  extré- 
mités de  MR,  de  PN,  de  QS  : 


(0 


X  Y 

1-  -7-  =  O, 

a        b 


< 


7 

b    '    c 


^  --  /. 


-  -11  4, 


(2) 


(3) 


i 


tJL/  vO 

a        c 


y      '  z 
b         c 

-H-  -  —  4. 
a        c 


Ànn.  de  Mathém.,  2«  série,  t.  XX  (Janvier  1881). 


(  34  ) 
Une  droite  s'appuyanl  sur  (i)  et  (3)  a  pour  éq 
lions 

o        c  \  a        c  / 

Pour  exprimer  que  cette  droite  rencontre  la  droite 
retranchons  ses  équations  Tune  de  Tautre  : 


Tenant  compte  de  (2), 

4  —  /|X-    /|[A— :0, 

I    -     X    -      fjL  -^^  O. 
Eliminant  )^  et  [x, 


i?         C  a         c 

I  ^ 1_     -^fy 

.r  y  .V        z 


o. 


-  ^  -      -  +  -  -  4 

a  h  a        c 


ou 


-T){^^l-^)--i^-'-i-~^Yi;  --1 


y        z\     a-         y 

Transportons  l'origine  au  point  (a,  h^  c)  et  effeclu 
il  vient 

.r-         )-         z-        ct.vz        ,^yz         6.rv        ^ 
a^        h-         c-         ac  oc  au 

L'équation  du  cône  est  donc 

.r-         y^        z-        ?>.rz        3  >'^         ?txy 


a'^        [y-        c-         ac  hc  ah 

Il  passe  par  l'intersection  de  rdlipsoïde  et  del'hj 


(35) 

toloïde,  car,  si  Toii  retranche  de  son  équation  celle  de 
l'ellipsoïde,  on  trouve,  en  divisant  par  2, 

xz       œv       yz 
ac        ah         oc 

C'est  Téquation  de  l'hyperboloïde. 

Note.  —  MM.  F.  Lebreton  et  L.  Mandrillon,  élèves  du  lycée  de 
Besançon  (classe  de  M.  Crétin),  ont  envoyé  deux  excellentes  solu- 
tions, l'une  analytique  et  l'autre  géométrique.  M.  E.  Estienne,  élève 
du  lycée  de  Bar-le-Duc,  envoie  aussi  une  très  bonne  solution  géomé- 
trique, et  M.  A.  Leinekugel  une  solution  analytique. 


SOLUTION  D'IINK  QUESTION  DE  LICENCE 

(faculté  de  paris,  1875);     • 

Par  m.  E.  FAUQUEMBERGUE, 

Maitre  répétiteur  au  lycée  de  Saint-Quentin. 


Déterminer  une  courbe  (c)  telle  que  si  l* on  forme 
une  de  ses  transformées  (C)  par  rayons  vecteurs  réci- 
P^ocjues  relativement  à  un  pôle  donné  O,  les  rayons 
dG  courbure  en  deux  points  correspondants  m  et  M.  des 
d^ux courbes  (c)  et  (C)  soient  dans  un  rapport  donné. 

Donnons  d'abord  une  expression  simple  du  rayon  de 
courbure.  On  a 

ds  ds 

^~di^d^Td\' 

^  étant  Tangle  de  la  tangente  avec  Taxe  polaire  et  V 
1*  single  formé  par  la  tangente  avec  le  rayon  vecteur  5  mais 

,r       dr        *    -,       rd^ 

ces  Y  =:  -^  ,       Sin  V  =  —j-  y 

as  as 


(  36) 
d'où,  en  éliminant  ds  et  tZ6, 


dr  rdr  rdr 

^      cos  V  û?ô  4-  cos  S  dS      sin  V  dr  -f-  /*  cos  V  d\       d.  r  sin  V 


Cette  expression,  ou  encore,  en  appelant  p  la  distance 

vdî 
dp 


de  la  tangente  à  l'origine,  p  =  -j-  >  est  celle   que  nous 


voulions  obtenir. 

Si  Ton  désigne  par  K  le  rapport  des  rayons  de  cour- 
bure aux  points 7n(r,  8),  M(R,  6),  Téquation  de  condi- 
tion sera 


(0 


/•  dr  KR  ^R 


(f.rsinV        û^.KsinV 


-  5 


en  remarquant  que  les  angles  V  en  ces  deux  points  sont 
supplémentaires . 

On  a  d'ailleurs,  par  définition, 

Rrzna*, 
d'où 

r  /•* 

Substituant  dans  l'équation  (i),  elle  devient 

rdr       Ka*<Y/* 

ûf.rsinY  ~~         ,  ,   «*    •    ^r 

r'a.  —  sm  V 
r 

On  tire  de  là 

r/.'sinV r^ — K«*         dr  9.  rdr 

sinV    "  r(/-2H-Ka*)  "T"  "^  T^TK^' 

et,  en  intégrant, 

log  sin  V  --     -  log  r  -h  logC  (  r-  -f-  K  a'  ) 
ou 

C<r'-f-KaM 


sinV=: 


/• 


(37) 
Effalant  cette  valeur  de  sînVà  celle  — ,  don- 

y    ^ 

née  plus  haut,  on  aura  Téquation  dîflférentîelle  de  la 
oourbe, 

r  _C(r2-+-Ka2)^ 


^'^ 


,      dr^ 


d'où 


G  ^^V2— G2(r2H-Ka2)2 

I    ,-  rdr  ,-    ,  dt 

-ir~  d^  —    .  -h  Ka2 


^  -  \lr^  —  C2  (  r*  -h  K  a2  )2  r  sjr'^  —  G^  (r*  -h  K  a^f 

Le  premier  terme  du  second  membre  peut  s'écrire 


2 


C  i/-  K^a^H-  ("^  -  2Ka2')  (r^) -(^2)2 


l 'intégrale  est 


I  I  — 2KC«a»— 2GV2 

arc  cos 


2G  v/i  — 4KG2a2 

Le  second  terme  peut  se  mettre  sous  une  forme  ana 
logue,  après  avoir  divisé  haut  et  bas  par  r'^  : 

_  _i t/(r-') 

On  trouve,  pour  l'intégrale, 

I  I  —  2KG2a2__  2K2a*GV-2 

arc  cos 


2C  v/ï  — 4Ka*G^ 


(38) 
On  aura  donC)  pour  l'intégrale  de  l'équation  (2), 

,^      ^,  I  — aKC*a*— 2CV» 

2(0  —  6<,)  =  arccos  - 


arc  cos 


I  — 2KC«a*— 2K«a*C»r-* 


v/i-4Ka»C 

Oo  étant  la  constante  d'intégration. 

En  prenant  les  cosinus  des  deux  membres,  on  trouve, 
après  des  transformations  connues, 

,,      ,,       —  2K»a*C*-hr*— 2CV^ 
cos2(e-eo)= (,_4Ka'G')r^ 

ou 

CV*— [sin«(e  — eo)4-2Ka«C»cos2(e  — eo)]r«-hK«a^C»=:o. 
Telle  est  l'équation  de  la  courbe  demandée. 


RÉDUCTION  DE  DEUX  POLYNOMES  HOMOGÈNES  DU  SECOND 
DEGRÉ  A  DES  SOMMES  DE  CARRÉS; 

Par  m.  h.  LAURENT. 


CONSIDÉRATIONS   GÉNÉRALES. 

Soient y=  S  aijXiXj  et  g  =  ^bijXiXj  deux  polynômes 
homogènes  du  second  degré  à  n  variables  0:1  ,X2, . . .  x»; 
nous  supposons,  comme  on  a  Thabitude  de  le  faire,  que 
Ton  a  entre  les  constantes  a,  b  les  relations  aij=  aji  et 
hij  =  bji  pour  toutes  les  valeurs  i,  2,  3, . . . ,«  de  £  et  7. 
Posons 

1^1  —  Yii  Ji  -H  Yiajj  4-  ...  H-  Ti»7«» 
^j  ~  Yîi  Ji  H-  Ï22 Jî  -h  .  .  .  -i-  ïa/ij/», 
> 


(39) 
les   -y  désignant  dans  ces  formules  des  coefficients  indé- 
terminés et  j^i,  j^25  . .  .  ,}^«  de  nouvelles   variables.  Les 
fonctions  y,  g  se  transformeront  en  des  fonctions   de 
yi  ^^i,  . . .  j^n  données  par  les  formules 

Sr  =  ^biji^difi  4-Ya72-H  . . .  -t-ïm7«)(Tyi/i  H-ïy«-  •  •-:-/«), 
que  Ton  peut  aussi  écrire 

de  sorte  que,  si  Ton  pose 

(a)  2:«,yY»>ïyv~o, 

^^)  s^>,yY/>ïyv  —  o, 

(4)  2aiyYi>Yy>  -  A.(i., 

(^>  2:6,yY*>ïy>-B(i., 

£^  Gt.  V  étant  supposés  fixes  sous  le  signe  S,  on  aura  sim- 
pA^ment 

/=  ^1 JÎ  -^  ^îJî  -1-  ...  -H  A;,/^, 

g  =z  Bi JÎ  +  B2  j|    r-  .  .  .  -h  B^jJ . 

Si  Ton  parvient  à  résoudre  les  équations  (  2)  et  (3  )  par 

^^pport  aux  Y/y'î  les  fonctions^et  g  pourront  être  ramenées 

^  des  sommes  de  carrés  au  moyen  du  changement  de 

>^arîables  représenté  par  les  équations  (  i  ).  Pour  résoudre 

ces  équations,  nous  procéderons  comme  il  suit  :  soient 

fi  {Xi^X2^ . . .  ,^/i)  la  demi-dérivée de^relative  ào*,,  etgi 

U  demi-dérivée  de  g  relative  à  la  même  variable  \  les 

équations   (2)  et  (3)  peuvent  s'écrire  respectivement: 

[(î^  Ylî»./l(ïlv>Ï2v,  .  .  .,Y«v)~HY2i*/2(Y1v)Y2v,  ...,Y/tv)  -^   •  •  •"<">> 

i(35is)  Yii*^i(ïiv»Ï2v, .  •  •,Y«v)h-Y2i*^2(YivîÏ2v,  .  •  .,Y«0-^-  •  •  • 


=  0; 


et,  comme  elles  ont  lieu  pour  [a  =  i ,  2, 3, . . . ,  w,  il  faut  en 


conclure 


(4o) 


/i(Yivj  Yîv>  •  •  •)  _  yiCïivï'Yîv»  •  •  •) 


^l(ïlv,  T2V,  .  .  .  )  gi  (Y|v,T2v,  .  .  .  ) 

j)Our  toutes  les  valeurs  i,  2,  3, .  .  .,/z  de  v.  Egalons  ces 
rapports  à  une  nouvelle  indéterminée  \ ,  nous  aurons 

(   /i(T1v,Y2v,  .  .  O-^^v/Ç'iCTiv.Yîv )~0, 

(^)  {   /2(T1v,Y2v,  .  .  •)  — ^^vÀ'2(ïiv,Tjv,.  ..)  —  O* 


Ces  équations  détermineront  les  quantités  yqui  porteBl 
le  second  indice  v.  Effaçons,  pour  simplifier,  cet  indice*, 
on  pourra    les   écrire   comme   il   suit,   en  remplaçant 
/,,/j,  .  . .  ,g\jgt'i .  . .  par  leurs  développements  : 


(7) 


(«11—  X6,,)yi 


( 


a 


1/1 


^'^i/i)V«  -"-O3 


-^(^/l2-->^^/i2) 


i2 


\  ^ nn  '      ''  ^«/i  y  V« 


._  O  - 


Commençons  par  éliminer  y  1,^2 ?  •  •  •  iY/»5  nous  auro»^ 
l'équation  du  tz*^'"*'  degré  en  \ 


I  «Il — ^^^11     ûr,2  — À^|2      ...      «irt — ^tbin 


(8)  A. 


a,il — A^u       ^,,2 —  '' ^/i2        •••       ^nn  —  ^^nn 


-.^    C 


SironappelleX|,X2)  •  •  .,)v;i  les  racines  de  cette  équatî^' 
et  si,  dans  les  formules  (7),  on  remplace  successivement  ^' 
par  \\^\i^  . .  .  ,)v,,,  elles  feront  connaître  les  valeurs    des 
rapports  y,  :  y^  !  ys  ! ...  5  si  l'on  se  donne  B| ,  B2,  .  .  . ,  B/z? 
les  formules  (4)  aclièveront  de  déterminer  les  y/y. 

Multiplions  alors  la  première  formule  (7)  par  y^  J^ 
seconde  par  y2,  etc.,  et  ajoutons,  nous  aurons 


(4i  ) 

donc 

de  sorte  que 

(9)  ^  =  Bi j5  -^  B2 j2,  +  . . .  -f-  B„  jj, 

(10)  /  —  B,  Xi  rj  -i-  B2  l^yl  +  . . .  -K  B„ X« j,^  ; 

y  et  g  sont  ainsi  ramenés  à  des  sommes  de  carrés  par  une 
même  substitution  linéaire. 

Mais,  pour  que  les  calculs  que  nous  venons  d'esquisser 
conduisent  à  un  résultat  admissible,  il  faut  :  1  °que  Téqua- 
tionenX  ait  effectivement /i  racines^  a^queles  équations  (7) 
soient  compatibles  5   3**  que  Ton  puisse    effectivement 
clioisir  arbitrairement  54,62,...,  c'est-à-dire  que  les 
5'(y<v,ysv, . .  .)  ne  soient  pas  identiquement  nuls*,  4^  que 
la  substitution  (  i  )  soit  réversible,  c'est-à-dire  que  les  j^ 
puissent  se  calculer  en  fonction  des  x,  c'est-à-dire  que  les 
fonctions    transformées  (9)  et  (10)  soient  comme  les 
proposées  des  fonctions  de  n  variables,  ce  que  nous  sup- 
poserons^ cela  revient  à  admettre  que  les  fonctions/'etg- 
^ïit  des  discriminants  différents  de  zéro,  et  nous  l'admet- 
trons effectivement  jusqu'à  nouvel  ordre. 

DÉMONSTRATION   d'uN    LEMME. 

Si  l'équation  A  =  o  admet  pour  racine   simple  la 

^luuntité  \^  les  mineurs  de  A  ne  seront  pas  tous  nuls  et 

*«  quantité  g  {^i^^z^  - . .  )  sera  différente  de  zéro;  si,  au 

contraire,  les  mineurs  de  A  n'étant  pas  tous  nuls,  A  =  o 

o^dmet  \  pour  racine  double,  on  aura  nécessairement 

D'abord,  si  les  mineurs  de  A  sont  tous  nuls,  comme 

^sera  nul  et  A  =  o  aura  \  pour  racine  double  au  moins . 
Si  tous  les  mineurs  de  A  ne  sont  pas  nuls,  on  a,  en 
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vertu  des  équations  (7), 


dA  dA 


"^p  A^    —  V' 


da/y  dapy 

dA  dA 


^^  A^     —^J 


iq 


et  par  suite 

/j]lA^y_  dA     dA  _  ^A_    dA 

Or  on  a,  en  vertu  d'un  théorème  connu, 

d^A       _    dA     dA  dA      dA 

àapjduiq      dapj  da/^       dupq  da/y 

et,  comme  A  =  o, 

dA      dA  dA      dA 

dapj  daiq      àopq  Aatj 

L'équation  (12)  devient  alors 

(  _àxy_  jdA_    dA 

^^^^Vd^j  ~"^'^^'d^  d^^ 

or,  puisque  tous  les  mineurs  de  A  ne  sont  pas  nuls,  on 

peut  supposer  -7-^  ^  o,  et  alors  on  a 

(1(1  ij 

dA   _  dA 

on  en  conclut 

a^  2^  bpq  -ip  Y7  =--  Y/  Ty  2^  j^  ^P7 

ou  bien 

dA      •  é/A 

.  é/A 

Donc  g  ne  s'annule  que  si  -^j  v/  ou  yy  sont  nuls.  Donc 

enfin,  si  la  racine  \  n'est  pas  racine  double  de  A  =  0, 
g  ne  s'annulera  que  si  y,-  ou  yy  sont  nuls.  Supposons 
y/=  o^  le  système  (7)  se  réduit  en  supprimant  la  y**"* 


i 
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ne  à  un  système  de  w  —  i  équations  homogènes  à  «  ■—  i 
connues  dont  le  déterminant  n'est  pas  nul,  car  il  est 

;al  à  J-— •  Donc  il  faut  que  y^  Y27  •  •  •  ^  y«  soient  tous 

Js,  ce  qui  est  absurde,  puisque  A  =  o  ;  donc  y/  ne  sau- 
litètre  nul,  donc  yy  pour  la  même  raison  ne  l'est  pas 
on  plus  ;  donc  enfin,  si  \  n'est  pas  racine  multiple  de 
=  o,  g"  ne  saurait  être  nul. 

Ces  conclusions  tombent  en  défaut  quand  tous  les 
ineurs  de  A  s'annulent.  Pour  discuter  ce  cas  spécial, 
laginons  que  les  coefficients  Ukt  de  la  fonction /"de- 
ennent  variables  et  que,  pour  des  valeurs  particulières 
î  ces  coefficients,  les  mineurs  de  A  s'annulent  sans  que 
s  mineurs  du  second  ordre  passent  tous  par  zéro.  Dif- 
renlions  l'équation  (i3)  ;  on  aura,  en  observant  que  g 
e  contient  pas  les  a^h 


d^\      ^  ^^A^,       cLS.^ 


Si  -rrj  n'est  pas  nul,  cette  formule  devient,  en  suppo- 

^A 

•ani—  =  0, 

]  est  facile  de  prouver  que  SX  n'est  pas  nul,  il  en  résul- 

era  que  g  ne  peut  s  annuler  que  si  —^^  =  o,  c  est -a- 

lire  que  si  "k  est  racine  triple  de  A  =  o.  En  effet,  en  dif- 
erentiant  A  =:  o,  on  a 


dX  Zu  ^^kl 


^  8X  -h  \  -77-"  5^A7  =  o. 


1k  tK  K 

3mme -i^  =0,  -i —  =  0.  Différentîons  encore:   nous 
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aurons 


1 


d    dA 


SX  OûT^t-^ 


=  o. 


formule  qui  se  réduit,  dans  nos  hypothèses,  à 


5>^ 


2  0X 


2 


Od  voit  que  8).  non  seulement  n'est  pas  nul,  mais  ca 
général   a  deux  valeurs  si  —^^  n'est  pas  nul;  quanta 

\  -j 1 —  3a>i7,  il  est  différent  de  zéro  pour  des  valeurii 

convenables  des  oa^/,  si  tous  les  mineurs  du  second  ordre 
de  A  ne  sont  pas  nuls,  comme  on  Ta  supposé. 

La  formule  (i4)  montre  que,  si  A  =  o  a  une  racine^] 
triple  sans  que  tous  les  mineurs  du  second  ordre  de  A=aj 
soient  nuls,  g  sera  nul.  Le  cas  où  tous  ces  minenni 
seraient  nuls  se  traitera  en  différentiant   (i4)  avec  li 
caractéristique  o,  et  ainsi  de  suite. 


DISCUSSION    DES    RÉSULTATS. 

Supposons  que  l'équation  A  n'ait  que  des  racii 
simples  finies  et  diilerentes  de  zéro.  Les  équations  (7)] 
donneront  pour  chaque  valeur  de  \  des  valeurs  biei 
déterminées  de  y^  :  ^2  •  ys  •  •  •  •  •  Les  mineurs  de  A  n'ét 

pas  tous  nuls  et  ^  étant  finis,  B|,  62,  ....  pourront  ètrt' 

choisis  différents  de  zéro,  et  la  substitution  (i)  aura  tout] 
ses  coefficients  bien  déterminés;  j'ajoute  qu'elle  seriS 
réversible,  c'est-à-dire  que  son  déterminant  F  sera  dif- 
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3rent  de  zéro,  c'est-à-dire  que  les  j^  seront  des  fonctions 
es  X.  En  effet,  en  vertu  de  (  3  bis)  et  de  (4),  on  a 


g\{^(\U  Yl2,  .••,  Tl/l)       ^2(ïll,  Ï12,  -.-,  TiA»).-. 
^IvTîl?  Y«2>   •••»  Yârt)        ^2(Y21j  Y22)  •••>  Y2«)*" 


—  r>j  £52*  •  «t^/^  j 


lais,  B|,  B2,  .  • .  étant  différents  de  zéro,  il  faut  que  F 
ui-même  soit  différent  de  zéro.  c.   q.   f.  d. 

Je  suppose  que  \  soit  racine  double  de  A  =  o.  En 
ënéral,  la  réduction  de  y*  et  g-  à  des  sommes  de  carrés  ne 
ourra  plus  se  faire  parce  que,  g-  =:B  étant  nul,  F  Fest 
ussi  ;  pour  parler  plus  exactement,  la  réduction  à  une 
Dmme  de  carrés  est  encore  possible,  mais  la  transfor- 
lation  (i)  n'est  pas  réversible  et  elle  altère  la  nature  des 
>nctionsy  et  g. 

Cependant,  si  tous  les  mineurs  de  A  ::=  o  étaient  nuls, 
•  ==  B  ne  serait  plus  forcément  nul  et  la  transformation, 
>in  de  ne  plus  être  possible,  pourrait  s'effectuer  d'une 
ofinité  de  manières,  puisque  les  équations  (7),  se  rédui- 
ant  kn  —  1  distinctes,  fourniraient  une  infinité  de  sys- 
èmes  admissibles  pour  les  quantités  y^  I Y2  I  —  La  valeur 
.  double  étant  connue,  on  pourra  disposer  de  ces  systèmes 
e  manière  à  satisfaire  à  (  2  )  et  (  3  ) . 

Si  Féquation  A  =  o  avait  une  racine  triple,  la  réduc- 
ion  à  des  sommes  de  carrés  redeviendrait  impossible,  à 
:ioins  que  tous  les  mineurs  du  troisième  ordre  de  A  ne 
lissent  nuls,  et  ainsi  de  suite. 

Maintenant  supposons  que  Féquation  A  =  o  ait  une 
acine  nulle  5  f  aura  son  discriminant  nul  et  sera  une 
)Dction  àe  n — i  variables  seulement,  de  sorte  qu'un 
irvé  devra  disparaître  de  l'expression  dey.  C'est  ce  qui 
ira  lieu  par  l'application  de  la  méthode  expliquée  plus 
mt.  Le  cas  où  A  =  o  aurait  une  racine  infinie  sans  avoir 

racine  nulle  pourra  être  évité  en  considérant  la  fonc- 
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lion  g  —  5»/^ à  la  place  àcf — \g.  Enfin  le  cas  où  A  = 
aurait  à  la  fois  une  racine  nulle  et  une  racine  infii 
sera  le  seul  qui  échappera  à  notre  méthode^  mais,  da 
ce  cas,  /  ot  g  sont  tous  deux  des  fonctions  de  n  — 
variables  au  plus  et  c'est  alors  sur  ces  variables  réduit 
à  leur  minimum  qu'il  conviendra  d'appliquer  la  mélhcK 
exposée. 
En  résumé  : 

Il  tant  donnes  deux  polynômes  homogènes  du  secon 
degré  f  et  g  an  variables,  on  pourra  toujours  h 
transformer  en  des  sommes  de  autres  au  moyen  d'un 
substitution  linéaire  réversible,  à  la  condition  que  i 
discriminant  de  f —  \g^  égalé  à  zéro,  riait  que  dt 
racines  simples,  ou  que,  s'il  a  des  racines  multiples,  > 
chaque  racine  d'ordre  m  correspondent  des  minent 
d'ordre  m —  i^  du  discriminant  de  y —  Ag^,  tous  nuls 

Maintenant  considérons  les  formes  réduites  defeig 
cl  supposons  les  coefficients  de  ces  deux  fonctions  réels 
Véquation  A=  o  n'aura  pas  en  général  toutes  ses  racine 
réelles,  de  sorte  que,  l'une  des  formes  réduites  étant 
coefficients  réels,  l'autre  ne  sera  pas  nécessairement 
coefficients  réels  ;  la  substitution  (i)  elle-même  pouri 
fort  bien  n'être  pas  réelle.  Il  importe  cependant  c 
discerner  les  cas  dans  lesquels  on  aura  affaire  à  d 
substitutions  réelles  ^  or  la  forme  particulière  de  la  fou' 
tion  A  permet  de  compter  a  priori  et  assez  facilement 
nombre  des  racines  réelles  de  A  =  o.  On  a,  en  effet, 

(\^ (lA         (l.v  /     Ha     y 


i\a,iu^\cïn-i,n     I  ^1^,//MI^«-1,«-  1 


flA        \ 


ou,  en  appelant  A,  ce  que  devient  A  quand  on  supprit 
la  dernière  ligne  et  la  dernière  colonne,  A2  ce  qui 
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vient  quand  on  supprime  les  deux  dernières  lignes  et 
5  deux  dernières  colonnes,  etc., 

dA               /      dA      \2 
AAjrzzA,-^- l— )   . 

►n  aurait  des  relations  analogues  entre  A|,  Ag,  A3,  entre 
.2,  A3,  A4,  etc.,  et  Ton  voit  que,  si  A^  s'annule,  A  et  A2se- 
ont  de  signes  contraires.  En  général,  si  A,-  s'annule,  A/^, 
!t  A,_i  seront  de  signes  contraires.  Cette  règle  n'est 
nalheureusement  pas  sans  exception,  et,  A<  s'annulant 

>i  j est  nul,  on  voit  que  A  ou  A2  s'annulera  aussi. 

da«,n-i  ^ 

Quoi  qu'il  en  soit,  les  cas  où  la  remarque  faite  tomberait 

eîi«défaut  seront  exceptionnels,  et  quand  A,  A^,  A2,  . . . 

seront  tels  que  pour  )v  ==  h-  00  et  —  00  ils  ne  présentent 

que  des  variations  dans  un  cas,  et  que  des  permanences 

dans  l'autre,  A  =  o  aura  toutes  ses  racines  réelles. 

L'équation  A  =  o  aura  toutes  ses  racines  réelles  lorsque 
l'une  des  fonctions  f^  g  sera  une  somme  de  carrés  tous 
positifs  ou  tous  négatifs.  En  effet,  les  racines  de  A  =  o 
ne  ckangent  pas  par  une  substitution  orthogonale  rame- 
nant/seul  à  une  somme  de  carrés 

Tous  ces  carrés  étant  censés  positifs,  on  peut  faire  la  sub- 

stitulion  Xk  --^  ~=  î  x^  =  -j=  î  •  •  •;  alors  la  substitution 

;       ^  V^i  vAî 

;'   qui  ramènera  à  la  fois  f  el  g  k  des  sommes  de   carrés 
aura  pour  équation  A  =  o  une  équation  de  la  forme 

^11      '^         ^12        •  •  •     ^irt 

0^21  t?22 ^         •  •  •         t?2» 


O, 


laquelle  a,  comme  l'on  sait,  toutes  ses  racines  réelles. 
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INTERPRÉTATION    GÉOMÉTRIQUE. 

Pour  faire  une  application  géométrique  des  principes 
précédents,  supposons  que  f=^  p  et  g^  =  o  représentent 
deux  surfaces  du  second  ordre  ;  les  coefficients  de  J  et  g 
seront  supposés  réels.  Dire  que  Ton  peut  ramener^ etg^ 
à  des  sommes  de  carrés  par  une  même  substitution  li- 
néaire, c'est  dire  que  deux  surfaces  du  second  ordre  ont 
un  tétraèdre  autopolaire  commun.  Les  théorèmes  établis 
plus  haut  s'interprètent  donc  ainsi  : 

Deux  surfaces  du  second  ordre  qui  ne  se  touchent 
pas,  car  alors  on  ri  a  pas  à  la  fois 

/.  _  A      _ 


f  —  o,     g  ■-.  o,     •'-  —•—■■■  —l, 

O  1  Ôt 


ont  toujours  un  tétraèdre  autopolaire  commun. 
Deux  surfaces  du  second  ordre  qui  se  touchent  en  un 

seul  point  ri  ont  pas  de  tétraèdre  autopolaire  commun. 
Deux  surfaces  du  second  ordre  qui  ont  un  double 

contact   ont  une  infinité  de  tétraèdres   autopolaires 

communs. 

Deux  surfaces  circonscrites  n'ont  pas  de  tétraedr^^ 

autopolaires  communs. 


QUESTION  . 


1356.  Il  y  a  deux  cubiques  passant  par  huit  points 
donnés  et  tangentes  à  une  droite  menée  par  l'un  de  c^  ' 
points.  (E.  G.,  ancien  élève  du  lycée  de  Reims.) 

1357.  ABC  étant  un  triangle  donné,  on  joint  ses  som^^ 
mets  à  un  point  O  de  son  plan  par  des  lignes  droite^ 
qui  déterminent  sur  les  côtés  du  triangle  six  segments  ^ 
trouver  le  lieu  du  point  O  pour  lequel  le  produit  Ae^ 
trois  segments  non  consécutifs  est  constant.    (Barbarii^'.) 


(5o) 
proposé 

(2)  Ao.r"»H- Ai^'^-^-h.  ..H- A« 

le  sera  certainement.  Or  2  est  une  limite  supérieure 
pour  le  polynôme  (i)  :  donc  2  est  aussi  une  limite  supé- 
rieure pour  le  polynôme  (2). 

Remarquons  d'ailleurs  qu'on  peut  obtenir  une  limite 
plus  petite  que  2  en  appliquant,  par  exemple,  la  méthode 
de  Maclaurîn,  ou  telle  autre  que  Ton  voudra. 

Cela  posé,  considérons  une  équation  entière  quel- 
conque ^  formons  l'équation  qui  admet  pour  racines  les 
racines  de  la  première,  divisées  par  p.  Si  l'équation  pro- 
posée est 

la  transformée  sera 

p'"Ao^'"H-/?'"~*Aia?'"-*4-. .  .4- A;h=o, 

et  l'on  peut  toujours  choisir  p  de  telle  sorte  que  le  co^t' 
iicient  Aop"^  soit  le  plus  grand  en  valeur  absolue.  P43ur 
cela,  on  comparera  tous  les  termes  au  premier,  et  L^oû 
verra  quelles  sont  les  valeurs  à  donner  à  p  pour  que  Ac^  f^ 
soit  plus  grand  que  chacun  d'eux  :  la  plus  grande  vaL*^^ 
(le/>  sera  une  valeur  cherchée. 

Si  nous  formons  les  coefficients  successifs,  nous  pc^  ""^ 
rons  appliquer  une  des  règles  connues;  mais,  si  n.^^^^ 
voulons  opérer  plus  rapidement,  nous  pourrons  pren-^i* 
•i  comme  limite  supérieure  :  alors  une  limite  pour  l'écj  *^^ 
lion  proposée  sera  certainement  2p,  ou  plus  genérisJ^" 
tuent,  si  nous  avons  trouvé  /  comme  limite  de  la  tra^i^* 
lorméo,  une  limite  supérieure  de  la  proposée  s^^^ 
certainement  //>. 

Cette  limite  est,  eu  général,  beaucoup  plus  avantagei***^ 
que  la  limite  de  Maelaurin  ou  de  Lagrange,  à  moins  qu^  ** 
plus  £;rand  coeiVicient  négatif  ne  soit  le  premier  des  co^^' 


(53) 

.  q   A 

—  Ay  o:'""^  5  i  /  Y"  sera  la  racine  d'une  des  équations 

binômes  dont  nous  venons  de  parler  ;  la  plus  grande  va- 
leur que  prendra  cette  quantité,  lorsque  Ton  considérera 
successivement  tous  les  termes  négatifs,  sera  une  limite 
pour  le  polynôme. 


SUR  LA  DÉTERMINATION  DU  CERCLE  OSCULATEUR 
D'UNE  COURBE  A  DOUBLE  COURBURE  ; 

Par  m.  E.  HUNYADY, 

Professeur  à  TÉcoIe  polytechnique  de  Budapest. 


En  désignant  par  x^j^  z  les  coordonnées  orthogonales 
d'ixn  point  d'une  courbe  à  double  courbure,  par  a,  p,  y 
et  /'  les  coordonnées  du  centre  et  le  rayon  du  cercle  os- 
culateur  ;  en  outre,  considérant  a:,  y^  z  comme  les  fonc- 
tions d'un  paramètre  variable  t,  il  est  bien  connu  que 
1&  cercle  osculateur  de  la  courbe  au  point  x^y^  z  est 
déterminé  par  les  équations  suivantes  : 

«(^  —  a)  H- ^(7  —  p) -h  c(xî  —  y)  =  o, 

(^bc'—  b'c){x  —  a)  -h  {ca'  —  c'a){y—^) 

-h  {ab'—a'b){z  —  y)  =^^> 

^^  posant,  pour  abréger, 

dx dy ,        dz 

/  D  V  .     \    dt         ^       dt  dt 

d^x _    ,      d^y^ui      d^^__   , 

H?-'''    'dî^-^'    1^-''' 


(54  ) 
On  sait  que  la  résolution  du  problème  en  question  dé- 
pend essentiellement  de  la  résolution  des  équations  (2), 
linéaires  eux  —  cc^y  —  p,  z  —  y.  C'est  la  résolution  du 
système  mentionne  à  laquelle  je  prends  la  liberté  de 
vouer  ces  lignes. 

En  tirant  la  valeur  de  a:  —  a  des  équations  (2),  on 
trouve,  par  la  voie  du  calcul  des  déterminants,  que 


(07  — a) 


abc 

a'  b'  c' 

bc'  —  b'c     ca'  —  c'a    ab'  —  a'b 

dsy    ca'—c'a    ab'—a'b 

dij  b  c  \ 

Pour  transformer  la  valeur  àc  x  —  a  exprimée  par 
cette  équation,  multiplions  cette  équation  par  la  sui- 
vante: 

abc 


b 

c 

a' 

b' 

c' 

b' 

& 

I 

0 

0 

Le  résultat  de  la  multiplication  sera 


«2  -h  6*  H-  c*        aa'  -H  bb'  -t-  ce'  a 


aa 


bb' 
o 


ce 


a 


1% 


j% 


a 


dt 


b'^ 

o  bc'  —  b'c 

-~a{bc'—b'c)     —a'{bc'—b'c) 


(x  — a) 


ds 


ds  d^s 
di  ~dt^ 


—  aa' 


En  chassant  le  facteur  commun  [bc  —  Vc)  dans  cette 
équation  et  en  remarquant  que,  d'après  les  notations  (3), 
on  a 

/       tt/  ,      ds  d^s 


(55) 

en  outre  que  le  déterminant  à  droite,  abstraction  faite 
du  facteur  hd — i'c,  se  laisse  transformer  dans  le  sui- 
vant 

-a        —  a! 

dt)       di  dt^ 
on  aura,  pour  la  détermination  de  la  valeur  de  j:  —  a, 


(ds 
\dt 


dsy 
dt) 

ds  d^s 
di  'dt^ 


a 


'i 


ds  d^s 
di  'd^ 


b'* 


.'2 


( J?  —  a)  .=: 


dt) 


a 

ds 
di 


a' 

d^s 
dt^ 


d'où  Ton  tire  facilement  la  valeur  de  x  —  a.  On  obtient 
les  valeurs  dey —  ^^  z  —  y  par  une  voie  analogue,  et 
enfin  la  valeur  de  r  par  Téquation  (i). 


SOLUTION  D'UNE  QUESTION  DE  LICENCE 

(PAGOLTÉ  DE  LILLE.    —   NOVEMBRE    1878); 

Par  m.  E.  FAUQUEMBERGUE, 

Maître  répétiteur  au  lycée  de   Saint-Quentin. 


Une  surface  de  révolution  autour  de  l'axe  des  z,  en 
coordonnées  rectangulaires,  est  définie  par  l'équation 
z=f{^r)^  r  étant  la  distance  d'un  point  de  la  surface 
à  l'axe  de  rotation  :  trouver  l'équation  différentielle 
en  coordonnées  polaires  des  projections  sur  le  plan  xy 
des  courbes  tracées  sur  cette  surface,  et  qui  jouissent 
de  la  propriété  que  le  plan  osculateur  en  chacun  des 
points  de  l'une  d'elles  comprenne  ta  normale  à  la  sur- 
face au  même  point;  prendre  r  pour  variable  indé- 
pendante. 


(  56) 
Le  plan  osculateur  en  un  point  {oc^j^  z)  d'une  courbe 
a  pour  équation 

A(X  — ^)  +  B(Y  — y)-HC(Z  — -s)  =  o, 

en  posant 

K-=  dytPz  —  dz  d^y, 

B  =  û?^  d^œ  —  dx  d^z, 

G^=zdxd^y  —  dyd^x. 

Les  équations  de  la  normale  à  la  surface  au  même 

point  sont 

dz 

X  — x-^ -^CL  — z)  —  o, 
dx 


Y-^H-|(Z-.)  =  o. 

La  normale  sera  dans  le  plan  osculateur  si  l'on  a 

dz       jy  dz       ^ 

dx  dy 

Or, 

;r  =;  r  cos  6,    j^  ==  r  sin  6, 

dx  ^  .    ^c?Ô       d^x  .    ^û?6  ^^'  >    ^d^ 

-7—  z=cos6  —  rsin6---j     —r-z  =  —  2sin8 -, rcosO-r—  —  rsmO  -r 

dr  dr       dn  dr  dr^  dt 

dy        .   ^  ^d^       d}y  .a  .    .fi?Ô«  d^ 

-f-  =:sm6  H-rcosÔ  -7-3     -r4  =     20056-7 rsin6-7—  H-rcosO-j- 

dr  dr      dr^  dr  dr^  dr 

A==      _.(^sm6  +  rcose^j 

dz  /  ^d^  .      -é^*  ^^Ô\ 

-7-  (  2C0SÔ  -7 rsin6  -5—  -h  rcosô  -r-r  i» 

dr  \  dr  dr^  dr*/ 


B 


d>z  ^  .    ^df^ 

-rr-zr  (  cos^  —  r  sinO  -^ 
dr*  \  dr 

dzf     ,   ^d^  [d^* 

-r-  {  2  sin6  -, — \-  r  cos6  -^-r 
dr  \  dr  dr* 


2 COSÔ  -r 
.  dr 


(57) 
ly  ailleurs, 


dz        dz  dr       dz        . 


Donc 

dz 
dy 

dz 
dr 

dr       dz    .   ^ 
-,—       -7-  sin6. 
dy       dr 

A  ^^ 
dx 

dy 

-C^ 

dz  ,  . 
-  -f-  (AcosO 
dr^ 

+  B 

sinO) 

C. 

Mais 

■ 

Acos6  4- 

Bsinô- 

r 

-■f{r] 

-*,-/■<' 

0(2 

dr 

dr^ 

C-; 

db        ,  db^ 
dr           dr^ 

dr^ 

■ 

L'équation  différentielle  des  courbes  est  donc 

nr)f{r) 

'dr 

ou 


SOLUTION  D'UNE  QUESTION  D'ANALYSE  PROPOSÉE 
AU  CONCOURS  D'AGRÉGATION  DE  1879; 

Par  m.  p.  BARBARIN, 
Professeur  au   lycée   de   Nice. 


On  donne  urf  ellipsoïde  et,  sur  cette  surface,  deux 
points  diamétralement  opposés  A  et  B;  on  joint  les 


(  58  ) 

points  A  et  B  à  u/i  point  variable  m  de  V ellipsoïde  : 
1°  trouver  une  surface  S  telle  que  le  plan  tangent  au 
point  ^^  où  elle  est  rencontrée  par  la  droite  A/n,  soit 
parallèle  à  la  droite  Bm^  2**  trouver  sur  cette  surface 
une  courbe  telle  que  la  tangente  en  chaque  point  M  de 
cette  courbe  et  l'intersection  du  plan  tangent  à  la  sur- 
face  en  M  avec  le  plan  qui  passe  par  ce  point  M  et  par 
le  diamètre  AB  soient  deux  tangentes  conjuguées  par 
rapport  à  la  surface. 

i**  L'ellipsoïde,  rapporté  à  la  droite  AB  comme  axe 
des  a:  et  à  deux  diamètres  conjugués  O^,  Oz  du  plan 
conjugué  à  Owr,  a  pour  équation 

x^       y^        z^ 


a^    '    b^    '    c^  ""'• 


Si  Xii^  j*!,  z^    sont  les   coordonnées  du  point  va- 
riable m,  on  a  donc  la  relation 

^  '  a^        b^        c* 

Soient  x^  y^  z  les  coordonnées  du  point  M  de  la  sur- 
face S.  Puisqu'il  se  trouve  sur  A  m,  on  a  les  égalités 

/    V  X  —  a         y         z 

(2)  —  ^  —  —. 

x^  —  ay^z^ 

Enfin  le  plan  tangent  au  point  M  à  la  surface  S  a  pour 
équation 

en  désignant  par  p^  q  les  dérivées  partielles  -r-  >  -z-  •  Or 
il  doit  être  parallèle  à  la  droite  Bm^  par  conséquent 

(  3  )  i?  (  ^1  H-  a)  -+-  ç7i  —  -Si  =  o. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  éliminer  X\^y\^  z^  entre  les  équa- 
tions (i),  (2),  (3). 


(59) 
Les  équations  (  2  )  donnent  facilement 

X  —  a         y        z        p{x  —  a)-hqy  —  z 

d'où 

x,-a  ^^  ~  ^  ""^(^  "~  ^)  - 


yi—a 


p{x  —  a)+qy—z 
p{X'-a)^qy  —  z' 

—  2p>5 
Z^-=:a  -— 

p{x  —  a)'\-qy  —  z 

Je  substitue  ces  valeurs  de  x^^j^^  z^  dans  l'équa- 
tion (i)  et  j'ai,  en  réduisant, 

Or,  sur  la  surface  cherchée,  p  n'est  |pas  nul,  car,  s'il 
1  était,  cette  surface  serait  un  cylindre  ayant  ses  géné- 
ratrices parallèles  à  AB.  Son  plan  tangent  au  point  M  ne 
serait  donc  autre  que  le  plan  AwB,  et  la  surface  serait 
ce  plan  lui-même  ;  or  ce  plan  est  quelconque  :  donc  tous 
les  points  de  l'espace  jouiraient  de  la  propriété  des 
points  M.  Nous  excluons  cette  hypothèse  en  supposant 
p^O',  il  reste  donc  l'équation 


y^    ,    ^^\       (x  —  a){qy  —  z) 
ou 


^l-fei-^^j ^ — =°' 


i     //\        fy^       ^^\  (x  —  a)y       (x  —  a)z 

qui  est  Téquation  aux  dérivées  partielles  de  la  surface  S. 
Pour  l'intégrer,  je  résoudrai  le  système 

dx  dy         dz 

y*       5^  (x  —  a)y  (x  —  a)z  ^ 


b^        c^  a>  a^ 


(6o) 
qui  donne  successivement 


et 


{X 


dy       dz 

—  ^—     ou    7  =  0^, 

j 


OU 


ou  enfin 


X  —  a   ,         /G*        i  \     , 


(x  —  a)*        r 


2  ^3 


L'équation  générale  de  la  surface  S  est  donc 

La  génération  de  cette  surface  est  fort  simple^  elle  est 
produite,  en  effet,  par  des  ellipses  qui  sont  les  intersec- 
tions de  plans  conduits  suivant  AB  avec  des  ellipsoïdes 
homothétiques  au  proposé  et  ayant  le  point  A  pour 
centre. 

• 

Solution  géométrique,  —  Des  considérations  géomé- 
triques extrêmement  simples  permettent  de  conclure 
immédiatement  ce  résultat.  En  effet,  dans  l'ellipse  sui- 
vant laquelle  le  plan  AmB  coupe  l'ellipsoïde  proposé,  les 
cordes  Am,  Bm  sont  conjuguées.  La  tangente  à  la  section 
de  la  surface  S  par  ce  même  plan  est  MT,  parallèle  à  6m,  et 
par  conséquent  aussi  conjuguée  de  la  direction  AM;  cette 
tangente  est  la  même  que  celle  de  l'ellipse  qui  a  A  pour 
centre  et  est  homothétique  de  l'ellipse  AmB;  donc  cette 
ellipse  est  la  section  de  la  surface  par  le  plan  A?iiB. 

En  particulier,  tous  les  ellipsoïdes  homothétiques  au 
proposé  et  ayant  A  pour  centre  rentrent  dans  la  caté- 
gorie des  surfaces  S  ainsi  engendrées. 


(6.  ) 

a®  L'intersection  du  plan  tangent  à  la  surface  en  M 
avec  le  plan  AMB  n'est  autre  chose  que  la  tangente  au 
point  M  à.  l'ellipse  génératrice  du  plan  AMB.  Ses  équa- 
tions sont 


ou 


X  —  x       Y— y       Z-^z 


^  —  qy      py        p^ 

Celles  de  la  tangente  à  la  courbe  cherchée  au  point  M 
sont 

X— ^_  Y— .r_z  — ^ 


dx 


dy 


dz 


Ces  deux  droites  doivent  être  des  tangentes  conjuguées, 
c'est-à-dire  être  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués  de 
l'indicatrice  au  point  M. 

Au  voisinage  du  point  M,  le  Z  de  la  surface  S  peut  se 
déyelopper,  d'après  le  théorème  de  Taylor  étendu  aux 
fonctions  de  deux  variables,  en  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  croissantes  des  accroissements  X  —  a:,  Y  —  y 
des  variables  Xy  y  ;  ainsi 


dx 

+_Lrjf(x_^)t 

\,'x\dx^^  ' 


(Y -7)']+. 


dxdy^'^  '^^       ^'  '    dy^ 

ou,  aux  infiniment  petits  du  troisième  ordre  près, 

l  =  z-^p(X  —  x)-hq{Y—y) 

'    [r(X-^)*4-2^(X-^)(Y-j)+f(Y-j)2], 


1.2 


en  posant,  suivant  l'usage. 


d^z 
dx^ 


—  r, 


d^z 
dxdy 


=1=5, 


d^z 
df 


—  t. 


(62) 

Un  plan  parallèle  au  plan  tangent  au  point  M,  et  infi- 
niment voisin,  a  pour  équation 

Z_^_j^(X-j7)-^(Y^7)=:e. 

Si  donc  on  élimine  Z  entre  ces  deux  dernières  équa- 
tions, on  a 

r(X  —  xY-\-  2s{X  —  a?)(Y  — 7)  -^  ^(Y  —7)*=  2e, 

équation  qui  est  celle  de  la  projection  de  l'indicatrice  sur 
le  plan  xy. 

Or  les  projections  de  deux  diamètres  conjugués  d'une 
conique  sont  des  diamètres  conjugués  de  sa  projection; 
donc  il  doit  en  être  ainsi  pour  les  deux  tangentes  dont 
nous  nous  occupons,  ce  qui  nécessite  la  relation 


'  —  Çy       dx  )        dx{z  —  qy) 
ou 

[r{z  —  qy)  -hpsy]dx  +  [s{z  —  qy)  -{- pty]dy  =  o. 

C'est  l'équation  différentielle  qui  définit  la    courbe 
cherchée  sur  la  surface  S.  Cette  équation  peut  se  simpli — 
fier  en  la  mettant  sous  la  forme 

(6)       {rdx-T-  sdy){z  —  qy)  -{-py{sdx-\-  tdy)  =:o. 

Si,  en  effet,  on  tient  compte  de  l'équation  (4)  et  qu'oie 
élimine  z  —  qy  entre  elles,  on  a 


o  - 


pYrdx-^-sdy)(^^-^^-^^{sdx-^t^^^ 

Si  l'on  suppose  p  =  o,  l'équation  (4)  donne  z — yj^=  <^ 
ou  X — a=  o.  Dans  le  premier  cas,  l'équation  (6)  e^t^ 
vérifiée  identiquement  :  donc  les  courbes  déterminera 
par  les  équations     ' 

P  —  o,     z  —  qy^zo, 


(63  ) 
cest-à-dîre 

sont  des  solutions  singulières  de  la  question-,  en  élimi- 
Dant  z^  on  a,  par  l'équation 

/(7)=7F(^). 

les  projections  de  ces  solutions  sur  le  plan  xOy. 

Dans  le  second  cas,  puisque  rdx  -4-  sdj-  =  dp^  Téqua- 
lion  (6)  est  aussi  vérifiée  :  donc  les  intersections  du  plan 
a:—  a  =  o  avec  les  cylindres  z  =zf(^j^  parallèles  à  Ox 
sont  de  nouvelles  solutions  singulières.  En  écartant  ces 
deux  systèmes  et  divisant  par  p^  on  a 

(7)  [rdœ-^sdy)(^^  +  'Ç\-{sdx-\-tdy)^^^^ 

ou  bien,  sous  forme  abrégée, 


( 


Si,  dans  cette  équation,  on  suppose  z  remplacé  par  sa 
valeur  en  fonction  de  x  et  de  j^  tirée  de  Téquation  géné- 
rale de  la  surface  S 

il  reste  une  équation  dillérentielle  linéaire  du  premier 

ordre  de  la  forme 

Mdx-^^dy=:o. 

L'intégration  de  cette  équation  fait  connaître  la  pro- 
jection delà  courbe  cherchée  sur  le  plan  xOy,  Cette  in- 
tégration n'est  possible  qu'autant  qu'on  particularisera 
la  forme  de  la  fonction  F. 

Application.  —  Je  considère  en  particulier,  parmi 
les  surfaces  S,  les  ellipsoïdes  homothétiques  au  proposé, 


(64) 

et  ayant  A  pour  centre, 


^t 


M 


2  -^    W     "^  7Ï  =  ^• 

Dans  ces  surfaces,  on  a 

X  —  a        z  c^  X  —  a 


y        z  d^  y 

(//? c*^  — (.r  —  a)p c*' r^*       {x  —  a)'~j 

»       df^  a*  z^  ~'      a*  5*  Le*  a*       J' 

dp       dq  c' ,  N  —  ^  ^*      /  \ 

é/j       t/o?  a'^  '    z^  a}b^z^^  '^' 

dq c^  z  —  qy c*    /^*       j*\ 

Si  nous  substituons  ces  valeurs  dans  l'équation  diffé- 
rentielle (7),  mise  sous  la  forme 

(7')  !  i-'(^^^)-*-«^^j^" 

celle-ci  devient 

c'est-à-dire 

dx  =  0,     j?  =  const. 

Les  coui^bes  cherchées  sont  donc  les  intersections  des 
ellipsoïdes  homothétiques 

rt*  £>'         c* 

par  des  plans  parallèles  au  plan  j^Oj;;. 


(66) 

diculaire  au  segment  OM  et  passant  par  le  milieu  de 
ce  segment* 

Par  le  point  O  on  peut  mener,  indépendamment  de  la 
normale  quia  son  pied  au  pointO^  trois  autres  normales 
à  la  conique  K  : 

1°  Dans  le  cas  particulier  où,  la  conique  donnée  est 
une  hyperbole  équilatère  et  oàt  on  a  A=i  etB  =  —  i , 
montrer  qu'une  seule  de  ces  normales  est  réelle  et  cal- 
culer les  coordonnées  de  son  pied. 

2°  Dans  le  cas  général,  trouver  l'équation  du  cercle 
q^/^conscrit  au  triangle  form,é  par  les  pieds  de  ces  trois 
normales  é 

Soient  Xo,  y  a  les  coordonnées  du  point  M  et 

yz:^m,x 

l'équation  d'un  diamètre  de  la  conique.  Celle  d'un  cercle 
passant  par  les  extrémités  de  ce  diamètre  et  par  le  point 
M  sera  de  la  forme 

■j--^'^  —  i-^'k{y—mœ){y^mx—y^  —  mxo)  —  o, 

en  remarquant  que  les  sécantes  communes  à  une  conique 
et  à  un  cercle  sont  également  inclinées  sur  les  axes  de  la 
(îonique. 

L'équation  développée  devient 

^^  — XmM  ^-H^i  +  X  W»  — X(7oH-wa?o)(/— maî)  =  o. 

La  condition  pour  qu'elle  représente  un  cercle  est 


■r-  — X/n'=ir^-T-X,     d'où     \  =  -r -; 

l'équation  du  cercle  est  donc 


(67) 
Les  coordonnées  de  son  centre  sont  déterminées  par 
les  deux  équations 


I       m^\  /  I        I 


Ajoutant  à  la  première  la  seconde  multipliée  par  m, 

on  a  Téquation 

j?4-/n/^io, 

qui  peut  remplacer  la  première,  et  qu'on  aurait  pu  écrire  ^ 

a  priori,  car  elle  représente  la  perpendiculaire  élevée 

par  le  point  O  sur  le  diamètre  j^  —  mx  =  odela  conique, 

qui  est  une  corde  du  cercle. 

On  en  tire 

œ 
mz=i ; 

7 

substituant   cette  valeur  dans  la  seconde  équation,  il 

vient 

^*       y'       I  / 1        I  \  .  . 

B  "^  X  +  i U  -  Â  j  (•>'»'^- ^»^)  =  °' 

ou 

p^ g 

(i)  kx^-hBy^-i __(roj  — j?o^)  =  o, 

équation  du  lieu  des  centres  des  cercles  :  c'est  une  conique 
passant  par  l'origine,  de  même  espèce  que  la  proposée, 
et  qui  lui  deviendrait  homotliétique  en  la  faisant  tourner 
de 90®. 

L'équation  du  système  de  deux  droites  rectangulaires 
menées  par  l'origine  étant 

y^  H-  kxj^  —  ^2  -_  Q^ 
lequation 

A. B 


(68) 

sern  fiMe  d'une  conique  passant  par  rinteraeotion  de  la 
conique  K  et  du  système  des  deux  droites^  On  peut 
déterminer  "k  de  manière  que  cette  conique  se  réduise  à 
la  tangente  en  O  à  la  conique  K, 

et  à  une  seconde  droite  passant  par  l'intersection  des 
côtés  de  l'angle  dfpit  avçç  cette  conique.  Il  faut  et  il 
suffît  pour  cela  quePensemble  des  termes  du  second  degré 
soit  divisible  -psiv  joj-r-rXoXy  c'est-à-dire  qu'on  ait 

d^où 

et  par  suite 

X  +  B  X  — A 


'kk=z 


lz=z 


k  n'entrant  que  dans  \  on  peut  conserver  X  comme  senJ 
paramètre  variable, 

mx-h  /i7=:(X  — A)  — H-(X-hB)^5 

^0  J^Q 


y        lit, 

y» 

—         ■  > 

x^ 

(X-A)r, 

(X-+-B)^o 

Xq 

/o 

B^;-h 

A.rî 

^(jJ  --  ^?  - 

A:j?oJo) 

et  l'équation  de  la  drqite  chercbée  est 

Elle  passe  par  le  point  fixe  déterminé  par  les  deux 


X(::i  +  ^)-+-B^-A--h^^=^  =  o. 


équations 


y       X 

—  H-  —  =  o, 

^0  ^0 


/  T^y     K  ^     A— B 


dont  lès  coordonnées  sont 

_    A— B  _        A--fi 

^*-2(A  +  B)^''     ^'-      2(A4-B/"' 

La  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  la  conique  K  est 

r   ^         A-B     1         A-B, 

EnmettaiiipOUra^)  ^lj\  leurs  vàleUk'é,  il  Vient^  i:^édac->> 

lions  faites, 

équation  d'une  droite  perpendiculaire  sur  le  milieu  de 
OxM,  et  qui  est  le  liéti  dés  points  de  concours  des  tan- 
gentes menées  à  la  conique  K  par  les  points  où  elle  est 
rencontrée  par  les  côtés  d'un  angle  droit  pivotant  autour 
du  point  O.  Il  est  remarquable  que  ce  lieu  soit  indépen- 
dant des  axes  de  laconique  donnée  et  qu'il  reste  le  même 
pourvu  que  le  centre  O  et  le  point  M  restent  fixes. 

L'équation  de  la  normale  à  la  conique  K  au  point  {x^j) 
est 

•^       4A^-^(A-^B)^o 

Si  elle  passe  pat*  l'origine ^  les  coordonnées  de  son  {>i«d 
satisfont  à  l'équation 

4(A  — B)j?7--(A— B)(7o^-+-^o7)  =  o 
ou 

(2)  4^7— 7o^  — ^o7  =  o. 

C'est  le  lieu  des  pieds  des  normales  menées  du  point 
O  à  toutes  les  coniques  K  que  l'on  obtient  en  faisant 
varier  la  grandeur  des  axes  de. la  conique  donnée. 


(70) 
1®  Dans  le  cas  particulier  oùA=  i,B  =  —  i,  Téqua- 
tion  de  la  conique  donnée  est 

et  l'on  a 

L'équation  de  la  conique  K  devient 

En  éliminant^-  entre  cette  équation  et  l'équation  (4  ),  et 
supprimant  la  solution  x  =  o,  on  a  l'équation 

qui  détermine  les  abscisses  des  pieds  des  trois  normale: 
autres  que  celle  qui  a  son  pied  en  O, 

En    posant  a:  =  j:' H- —  >  elle  devient,    eu    égard 

2 


OU 


fi  ^         f  ^0 

OC -x  X  —  TT—  =z  O, 

i6  32         ' 


de  la  forme  a/'  -j-  pod  -\~  q  =  o.  L'expression 

devient  ici^]>o.  L'équation  n'a  qu'une  racine  réelle 
calculable  parla  formule  de  Cardan  : 

X  = 7 > 

4 
a?=i \-x  . 

2 

Qa  a  ensoile 

y  ZHL  — i^— • 


(7'  ) 


on  trouverait  d'ailleurs 


Jo    ,    v/ -3^0 -H  .n  —  V^^o  — To 
"^2  4 

a**  Revenons  au  cas  général,  et  soit 
(3)  a?2+y2_2a;r  — 2p/-hS=o,     S  — a-H-p2--R2 

l'équation  du  cercle  passant  par  les  pieds  des  trois  normales 
autres  que  celle  qui  a  son  pied  en  O. 

En  reportant  la  valeur  j^  =  j-^-^ — >  tirée  de  l'équa- 
tion (a),  d'abord  dans  celle  du  cercle,  puis  dans  celle  de 
iaébnique  K,  et  supprimant  la  solution  j:  =  o,  on  a  les 
deux  équations 


—  32  a 


i6S 


x: 


20LXI 

8j7oS 


^-f- j?JS  =  o, 


i6A^'~8(2A  — B)^o^'-H[(SA— 4B)^5 


+ 


2 


{2A-B)yl]x 
a:u(^5-h/5)  =  o, 


qui  déterminent  les  abscisses  des  points  d'intersection  de 
l'hyperbole  (a)  avec  le  cercle  et  avec  la  conique  K.  La 
première  doit  admettre  les  trois  racines  de  la  seconde. 
Ecrivant  que  le  reste  de  la  division  de  leurs  premiers 
membres  est  nul  quel  que  soit  x^  on  a,  pour  déterminer 
a,  p  et  S,  les  trois  équations  du  premier  degré 

i6A«S  —  lôAC^oa  —  SA^jop  +  ^O^l  —  ACjJ  -  o, 
8A«a:oS  — SAC^Ja— 2A(A-i-G)75a 

—  2A«a?oropH-2G2^»-h— a?oj3=0, 
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OÙ 

On  en  tire 

_      A^  — 3AB-f-2B^  Q_      2A^-3ABh-B« 

""-  8AB  •^•^     ^^  8A5^  •^•' 

(A  — B_)*      ,         j. 

L*équation  du  cercle  passant  par  les  pieds  des  trois 
normales  considérées  est  donc 


i8AB(^^+/ 


^2)-+.  2(A2—  3AB  H-  2B2)aroX 
3ABH-B«)7or-(A^B)«(a?jH-7;)i=o. 

On  arrive  plus  rapidement  à  cette  équation  de  la  ma- 
nière  suivante. 

L'équation  de  la  conique  K  peut  s'écrire 

^[aAo:— (A  — B)j7o]H-j[2Br-h(A  — B)j^o]- 

Si  Ton  y  remplace  successivement  le  facteur^  et  le 

facteur  x  par  les  valeurs  y  =  t-^ '  «se  = — s 

tirées  de  l'équation  (2),  on  a,  en  chassant  les  déno- 
minateurs et  supprimant  la  solution  j:  =  o,  j^  =  o,  rela- 
tive au  point  O,  les  deux  équations 

[2Aa? — (A  — B)a7o](4'2?  —  ^0) 

H- [2Bj-h  (A  —  B)7o]/o=o, 

[2Aâ?— (A— B)a7o]â?o-+-[2B7+(A  — B)^o](4^— ^^•)=Q,. 

qui  doivent  être  vérifiées  par  les  coordonnées  des  pieds 
des  trois  normales  considérées.  En  ajoutant  ces  équations 
multipliées  respectivement  par  B  et  par  A,  afin  de  réduire 
au  même  coefficient  les  termes  en  x'  elj*^  on  a. 

SAB{a^-hy*)-h  2(A^—  3AB  +  2B')^o^ 
' -h  a(aA«—  ÎAB  -h  B*)/o7  —  (A  —  B)*(a?J-+-jrî)— o, 


(  76) 
Remplaçons  x^^  j^t^  z^  par  — ^  —  ^  —  >  nous  obtenions 
les  relations 

Or^  le  point  dont  les  coordonnées  sont  Xjji^  z  est  le 
sommet  du  parallélépipède  construit  sur  les  axes  et  dont 
trois  sommets  sont  les  points  où  le  plan  tangent  au  point 
(xijj^i,  z^  )  rencontre  les  axes. 

Appelons  Gj   le  centre  de  gravité  du  triangle  formé 

par  ces  trois  points;  il  aura  pour  coordonnées  -^9  y»  ^; 
donc  il  sera  sur  la  droite  ayant  pour  équations 
(2)  3a^  —  a'=i:  3P/^ />*=:  Sy^  —  c*. 

On  à  donc  le  théorème  suivant  : 

Théorème  III.  —  Si  d*un  point  on  ahaisse  àes  nor- 
males sur  une  série  desurfaces  du  second  degré  nomo- 
focales,  et  que  l'on  mène  les  plans  tangents  aux  pieds 
de  ces  normales,  les  centres  de  gravité  des  triangles 
déterminés  sur  ces  plans  par  les  trois  axes  sont  sur 
une  droite  Jixe. 

Le  théorème  que  nous  veiion»  d'établir  permet  d'étu- 
dier les  propriétés  du  système  deé  normales  menées  d'un 
point  à  une  série  de  surfaces  homofocales  \  il  ramène  lar 
recherche  des  normales  à  un  ellipsoïde  à  l'intersection 
d'une  droite  et  d'une  surface  du  sixième  degré  ayant 
pour  équations 


a^  b^  c 


8 


H ^  -h -^1=1. 


9^3       9j2      9^2 


Supposons  que  le  point  donné  (a,  p,  y)  reste  fixe  et 
que  les  surfaces  varient  en  restant  homofocales,  la  droite  A 


(  77  ) 
cp^  noua  eonaîdérons  reatera.  fixe  ;  mais,  si  le  poiii(  &ç 
déplaée  d'une  OE^anière  quelconque  dans  Tespace,  die 
engendrera  un  complexe;  si  Iq  point  3e  meut  sur  i^né 
aurf^ee,  la  droite  engendrera  une  congruenœ;  enfin,  si  le 
pcÂnt  $e  meut  sur  une  courbe,  la  droite  engendrera  une 
^ttrfacet  et  cette  surface  sera  développable  ;  en  particulier , 
si  le  point  décrit  upQ  dtxxite,  la  droite  À  engendre  un 
etoe  du  second  ordre.  11  y  a  là  Içs  éléments  d'une  étude 
mtéressaute,  mais  qui  U0U9  détournerait  de  notre  but 

aetudt 

Reprenons  la  relation  qui  existe  entre  les  coordonnées 
3,  ^  cl'uu  poiut  P  et  les  coordonnées  X\  jj^  du  pied  d'une 
desi  norçiales  issuea  de  CQ   point  ;  cette  relation  peut 


s'écrire 


•^1  Xi 

Lorsque  le  point  A  qui  a  pour  coordonnées  JPj,  j^f  se 
déplace  sur  l'ellipse,  si  la  quantité  k  reste  constante,  les 
eooFdQBnéea  du  point  P  satisferont  aux  deux  équations 

(0  { 

Le  point  P  décrira  donc  un©  dlîpse  ayant  pour  éqya- 
tioi^ 


ia^~-fky^(h^~^ky 

Pwp  Uft  paÎAt  P  donué,  passent  quatre  de  ces  eilip$es 
qwiaoftt  chacune  tangentes  en  quatre  points  à  la  déve^-- 
loppl^  de  l'eUipse  donnée  y  la,  counaisaance  d'une  de^ 
v^p§  de.  k  correspondant,  à  un  point  P  équivaut,  à  la 
cQiutAis^aaoe  d'une  de  ces  ellipseç^  ou  d'une  des  noi> 


(79) 
ayant  les  mêmes  axes  en  position  et  tangente  aux  trois 
côtés  de  l'un  des  triangles  formés  avec  trois  des  quatre 
pieds  des  normales  comme  sommets l  chacun  de  ces 
triangles  donne  d'ailleurs,  en  général^  naissance  à  une 
conique  distincte. 

Ce  théorème  n'est  qu'un  énoncé  différent  du  théo- 
rème précédent. 

Reprenons  les  ellipses  particulières  que  nous  avons  con- 
sidérées. Si  Ton  donne  à  A"  diverses  valeurs,  on  aura  une 
série  d'ellipses  partageant  dans  un  même  rapport  les  seg- 
ments des  normales  comptés  depuis  le  pied  de  ces  nor- 
males-, parmi  ces  courbes  se  trouvent  des  droites  et  des 
cercles  :  les  droites  sont  les  axes  de  symétrie  de  l'ellipse 
donnée,  et  les  cercles  sont  les  cercles  concentriques  à 
l'ellipse  donnée  et  ayant  pour  rayons  a  —  i  et  «H-  i. 
On  retrouve  ainsi  des  résultats  bien  connus. 

Considérons  maintenant  les  quatre  normales  issues 
d'un  point  P(a,  P),  parmi  lesquelles  se  trouve  une  nor- 
male singulière  correspondant  à  la  valeur  A. 

L'hyperbole  équîlatère  qui  passe  par  les  pieds  des  nor- 
males a  pour  équation 

(i)  a}oLy—b'^^x  —  {a^—b^)xy  —  o. 

L'équation  qui  donne  les  ordonnées  des  pieds  des  nor- 
males est 

(2)  (a2-6')^j*-+-26«(a2  — 62)pj3-f-...— 6«p2  =  o. 

Considérons  un  cercle  ayant  pour  équation 

(3)  /pî-i-jS — *iKx —  2Bj-hC=:0. 

Les  ordonnées  des  points  de  rencontre  du  cercle  et  de 
1  ellipse  sont  données  par  l'équation 

I       ':::.:  ,.;-Hè*[(a»+-G)»  — 4a»A«]  =  o.      . 


(8o) 

Soîl  A(x»,j^i  )  le  pied  de  la  normale  singulière  issue 
du  point  P,  et  soïenly^^yzyyk  les  pieds  des  trois  autres 
normales  issues  du  point  P,  points  que  nous  désignerons 
p»r  6,0^0;  si  le  cercle  représenté  par  Téquation  (3) 
passe  par  les  points  B,  C,  D,  les  équations  (2)  et  (4) 

auront  pour  solutions  j„j„j3,Ji,  et  —  J^jî^jr^ï/^- 
On  aura  donc 

—  26*3 

—  4B6« 
On  en  déduit 


et,  comme  on  a 


il  vient 


Donc^  si  Ton  suppose  que  le  point  P  se  déplace  sur  l'el- 
lipse correspondant  à  la  valeur  Xr,  le  centre  T  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  BCD  décrit  une  ellipse  dont  on  a 
facilement  Téquation  à  Faide  des  formides  (5).  On  trouve 
(le  même  que  le  centre  de  gravité  de  ce  triangle  a  pour 

coordonnées 

_      a^  H-  6^  H-  2  A: 

__      a}-\'b^-h^k 

Ce  point  G  décrit  donc  une  ellipse  dont  on  a  facile- 
ment Téquation  \  il  en  est  de  même  pour  le  point  de  con-- 
cours  H  des  hauteurs  et  le  centre  I  du  cercle  des  neuf 
points  du  triangle.  Considérons  la  figure  formée  avec 
les  points   P,  A,  T,  G,  H,  I  ;  toutea  les  droites  de  cette 


(8,  ) 

Ggure  restent,  pendant  leur  déplacement,  normales  à 
autant  d'ellipses  fixes  :  en  effet.  Tune  quelconque  de  ces 
droites  réunît  deux  points  dont  les  coordonnées  sont  de 
laforme  ÇkXi^  ^Y\  )?  (p-^n  \^*J\  )?  cl  il  est  évident  que, 
si  le  point  dont  les  coordonnées  sont  x^^y^  décrit  une 
ellipse  ayant  pour  équation 

a^  ^  b^  -'' 

lesdeux  points  que  nous  considérons  décriront  des  ellipses 
ayant  les  mêmes  axes  en  position,  et  la  droite  qui  les  joint 
sera  normale  à  une  ellipse  ayant  aussi  les  mêmes  axes  en 
position.  On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Théorème  VI.  —  Lorsqu'un  triangle  se  déplace  en 
restant  inscrit  et  circonscrit  à  deux  ellipses  ajant  les 
mêmes  axes  en  position,  les  normales  aux  sommets  con- 
courent en  un  point  P  qui  décrit  une  ellipse;  le  centre 
de  gravité  du  triangle,  le  point  de  concours  des  hau- 
teurs, le  centre  du  cercle  circonscrit,  le  centre  du  cercle 
des  neuf  points  décrivent  des  ellipses,  et  les  droites  qui 
joignent  le  point  P  à  ces  points,  ainsi  que  la  droite  qui 
joint  ces  points,  sont  normales  à  autant  d*  ellipses  fixes , 

Reprenons  les  équations  (2)  et  (4)î  elles  nous  donnent 
encore 

__h^\{a^ -^  Q.Y  —  ka^  ky\  ^ 


J\J 

T^J^J 

r  « 

(«'- 

^2)2 

on  en  tire 

^>'P« 

-(a' 

+  C)«-4. 

a'k}, 

mais 

ou  a 

2A  = 

b*-¥k 

Ann 

.  de  Mat  hé  m 

.,  a«  série,  t. 

XX  (Février 

1881). 
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donc 

d'où 

C  =  -A:  — (a*-+-6*). 

On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Théorème  VIL  —  Quand  un  triangle  se  déplace 
restant  inscrit  et  circonscrit  à  deux  ellipses  ajant  * 
mêmes  axes  en  position,  le  centre  des  ellipses  a  im 
puissance  constante  par  rapport  au  cercle  circonso 
au  triangle,  qui  a,  par  conséquent,  pour  env^eloppe  la 
anallagmatique  du  quatrième  degré. 

Lorsque  la  quantité  /r  varie,  toutes  ces  courbes  duqi 
trième  degré  restent  tangentes  à  l'ellipse  donnée  en 
quatre  sommets.  Supposons,  en  particulier,  que  la  pu 
sauce  C  soit  nulle,  ce  qui  donne  pour  h   la    val< 
—  (a^-h  b^)-^  les  valeurs  aA,  2B  deviennent  alors 

2  A.  —  —  «37j  j 
2B— — Jj. 

Le  cercle  dont  il  s'agit  est  alors  décrit  sur  un  dem 
diamètre  de  Tellipse  comme  diamètre.  Ce  cercle,  q' 
passe  par  les  pieds  B,  C,  D  des  trois  normales  issues  d 
point  P,  passe  par  le  point  A',  symétrique  du  pied  A  c 
la  normale  singulière  par  rapport  au  centre  de  l'ellipse 
Prenons  les  demi -diamètres  conjugués  des  droites  01 
OC,  OD^  ces  trois  demi-diamètres  détermineront  si 
Tellipse  trois  points  B',  C,  ly,  et  les  normales  en  ces  tro 
points  seront  concourantes  ^  soit  P^  leur  point  de  coi 
cours  :  il  est  facile  de  voir  qu'il  est  sur  l'ellipse.  Soit 
le  point  où  la  normale  en  B'  rencontre  le  grand  axe; 
demi-diamètre  OB,  perpendiculaire  à  celte  normale. 


(  84) 
à  la  valeur  A",  et  appelant  Xi^  y^  les  coordonnées 
pied  de  fa  normale  singulière  issue  du  point  P,  A  < 
les  coordonnées  du  centre  du  cercle  circonscrit 
triangle  BCD,  R  le  rayon  de  ce  cercle,  on  a,  en  se 
portant  aux  formules  précédemment  établies, 

C-— (a«-+-6^-t-^)  — A^+B»— RS 
d'où 

(X)    K^^a^^b^+k^-^Yœ\'—^^+y\'~-^— 

Comme  le  point  [x\^  y^  )  est  sur  l'ellipse,  on  voit 
l'expression  contient  le  seul  paramètre  j\  cm  pren 
degré. 

En  appelant  x^y  les  coordonnées  du  centre  de  ^ 
vite  du  triangle  BCD,  S  la  distance  du  centre  de  gra^ 
au  centre  du  cercle  circonscrit  et  2^  la  somme  des  ca 
des  côtés  du  triangle,  on  a 

2*=:9(R*-8*), 

8»^(A-^)'  +  (B-7)«, 

2*=9(a2^_  ^i_^  ^  _^ï_  yî_|_  2Aj?-h  2Bj). 

En  remplaçant  Xyj^  A,  B  par  les  valeurs  qui  ont 
données  plus  haut,  on  trouve,  après  quelques  simp 
cations,  • 

^ 3^— r^^~^  3^^ 

On  voit  que  cette  expression  est  encore  une  fonc 
linéaire  du  paramètre  j^J . 

Enfin,  cherchons  à  calculer  la  surface  du  triai 
BCD.  Rappelons  que  la  surface  du  triangle  dont 
sommets  ont  pour  coordonnées  Xi,^y^\  x^^j^\  x^ 
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est  donnée  par  Tégalité 


2 


Or  ici  on  a 


Xi 


I 

œ,. 

7* 

I 

œ^ 

72 

J 

^3 

73 

a^7.Yw 

^2pH_c*j^^ 


on  trouve  alors 


2S (78  —  7^  )  (73  —  7»  )  (rv  —  73  ) 


6«c^a=*ap       (  ^*  p  -h  c^  J*  )  (  ^'  I^  H-  c^72  )  (  ^'  P  H-  c'73  ) 

Les  quantités  745  ^"2? ^3  sont  données  par  une  équa- 
tion facile  à  former,  et  l'on  trouve,  après  un  calcul 
^ssez  long  et  qu'il  est  inutile  de  rapporter, 


^^)7^.-=yl( 12 --^{b^-^k)(2-^- 


a- 


kv 


On  a  donc  le  théorème  suivant  : 


Théorème  IX.  —  Lorsqu  ^un  triangle  se  déplace  en 
stant  inscrit  et  circonscrit  à  deux  ellipses  ayant  les 
mes  axes  en  position,  il  existe  deux  relations  li- 
^aires  entre  le  carré  de  la  surface,  le  carré  du  rayon 
u  cercle  circonscrit  et  la  somme  des  carrés  des  trois 
^^^tés. 

Le  théorème  que  nous  venons  d'établir  donne  la  so- 
^lation  d'un  grand  nombre  de  questions  particulières  5 
ïxous  allons   appliquer  nos   formules   à    quelques    cas 
simples.  Remarquons  d'abord  que,  si  le  coeflScient  du 
)^aramètre  variable  j\  ,  qui  définit  le  triangle  dans  cha- 
cune de  ses  positions,  est  nul,  la  fonction  correspon- 
dante R^,  S2  ouS^  est  constante. 
Egalons,  par  exemple,  à  zéro  le  coefficient  de  j^^  dans 
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Texpression  (1)  qui  donne  R^  ]  nous  aurons 


d*où  Ton  tire 
et 


6*  a*  6* 

k=:a^'hab-h  b^ 
k=^ab  —  a*  —  6*. 


=  o, 


La  seconde  valeur  convient  seule;  elle  correspond  au 
cas  où  le  triangle  BCD  est  inscrit  dans  l'ellipse  et  cir- 
conscrit à  un  cercle  concentrique  5  en  transportant  cette 
valeur  de  k  dans  les  expressions  de  S^  et  de  S*,  on  ob- 
tient les  valeurs  de  ces  quantités  en  fonction  du  para- 
mètre variable  j^J . 

Si  Ton  considère  le  coeflScient  de  j^J  dans  les  expres- 
sions générales  de  S^  et  de  S^,  on  voit  qu'il  est  nul  pour 

la  même  valeur  k= dans  les  deux  expressions. 

On  voit  donc  que,  quand  un  triangle  est  inscrit  dans  une 
ellipse  et  circonscrit  à  une  ellipse  bomothétique  et  dont 
les  axes  sont  deux  fois  plus  petits,  non  seulement  sa  sur- 
face est  constante,  comme  on  le  sait,  mais  aussi  la  somme 
des  carrés  de  ses  côtés,  résultat  très  facile  à  vérifier  pai* 
un  calcul  direct.  On  trouve  alors  pour  R*  l'expression 

"~        i6a2       '^•^*  i6a^b'^' 

Prenons  un  autre  cas  particulier.  Supposons  que  les 
deux  coniques  auxquelles  le  triangle  reste  inscrit  et  cîi>- 
conscrit  soient  bomofocales  :  on  sait,  d'après  un  beau 
tbéorème  de  M.  Cbasles,  que  le  triangle  est  alors  de 
périmètre  constant*,  mais  alors  l'expression  de  S^  et  celle 
de  S*  nous  montrent,  après  l'élimination  de  j^J,  qu'il 
existe  une  relation  linéaire  entre  la  somme  des  produits 
deux  à  deux  des  côtés  et  le  produit  de  ces  mêmes  côtés. 
On  a  donc  le  théorème  suivant  : 


(87) 

Théobème  X.  —  Lorsqu'un  triangle  se  déplace  en 

restant  inscrit  et  circonscrit  à  deux  ellipses  homofo- 

cales  y  il  existe  une  relation  linéaire  entre  le  produit 

de  ses  côtés  et  la  somme  de  leurs  produits  deux  à  deux. 

Pour  trouver  cette  relation  numérique,  il  faut  d'abord 
calculer  le  périmètre  constant  du  triangle  ;  on  trouve 


On  peut  remarquer  que  le  carré  de  p  ne  contient  qu'un 
seul  radical,  qui  est 


v/6*H-a«(a3_èî). 

Il  faut  trouver  la  valeur  de  A;  pour  cela,  nous  nous 
servirons  des  formules  générales  qui  lient  la  valeur  de  k 
aux  longueurs  des  axes  des  deux  ellipses  auxquelles  le 
triangle  reste  inscrit  et  circonscrit;  ces  relations  sont, 
en  appelant  a,  i,  a',  V  les  demi-axes  des  deux  ellipses, 

a'      b' 
a       o 

a^-hk^-ia^—b^), 
a  ^ 

b     ^ 

Ces  formules  donnent  immédiatement  l'équation  de  l'el- 
lipse décrite  par  le  point  de  concours  des  normales;  cette 
ellipse  a  pour  demi-axes 

a*  b^ 

Dans  le  cas  particulier  qui  nous  occupe,  on  trouve 
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pour  a!  la  valeur 


a' 


ah'^-\-\Jb^-\-  a^^a^—  b^) 


et  pour  h  la  valeur 


En  transportant  cette  valeur  de  h  ainsi  que  la  valeu  u 
de  p  dans  les  expressions  de  S^  et  de  S^,  puis  en  ëlimi  — 
nant  ^J  entre  ces  deux  relations,  on  trouve  la  relalio»^" 
assez  compliquée,  mais  linéaire,  entre  le  produit  de"  4 
côtés  du  triangle  et  la  somme  de  leurs  produits  deux  ^ 
deux.  Les  longueurs  des  trois  côtés  du  triangle  variable 
sont  donc  représentées  par  une  équation  de  la  forme 

X*— 2/?X»-H  XX -+-mX H-/?  =  o, 

équation  dans  laquelle  \  est  le  seul  paramètre  variable. 
Reprenons  l'étude  générale  d'un  triangle  qui  se  dé- 
place en  restant  inscrit  et  circonscrit  à  deux  ellipses 
ayant  les  mêmes  axes  en  position.  En  se  reportant  aux 
notations  précédentes  et  en  considérant  le  triangle  BCD, 
on  voit  que  les  points  de  contact  des  côtés  de  ce  triangle 
avec  leur  enveloppe  forment  un  triangle  B{G|D|  ayant 
les  mêmes  propriétés  que  le  premier*,  ce  triangle  donne 
à  son  tour  naissance  à  un  triangle  B2C2D2,  et  ainsi  de 
suite.  Nous  nous  proposons  d'étudier  l'ensemble  de  tous 
ces  triangles.  Considérons  d'abord  les  ellipses  enve- 
loppes des  côtés  de  ce  triangle  et  les  quantités  k  qui  leur 
correspondent.  Entre  deux  ellipses  consécutives,  on  a 

les  relations 

a'      b' 

T  +  7r  =  '' 
a       0 

a  ^  b 
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L'ellipse  suivante  aura  pour  demi-axes  — ^  "T"  Donc, 

a' 
en  posant  —  =  ).,  on  aura,  pour  déterminer  la  suite  des 

axes  et  les  quantités  k^  les  relations 

a'  —  \a,  b'-ii  —  iyp, 


^2-^(1  —  X)X2 «2.4.  X  62(1  — X)2, 

> 

A:,„--=(i— X)X"^a2-hX62(i  — X)'«. 

Pour  déterminer  complètement  les  triangles  les  uns 
par  rapport  aux  autres,  il  faut  déterminer  la  relation  qui 
existe  entre  les  ordonnées  des  pieds  des  normales  singu- 
lières relatives  aux  deux  points  P  et  Pi  où  viennent  se  ren- 
contrer les  normales  en  B,  C,  D  et  en  Bi ,  Ci ,  D| ,  sommets 
de  deux  triangles  consécutifs.  Si  Ton  appelle  0:2, 72  l^s 

coordonnées  du  point  B  situé  sur  Tellipse  —  -f-  ^  =  i , 

et  (a',  P')  les  coordonnées  du  point  de  rencontre  des 
normales  menées  aux  points  Cj,D|  à  l'ellipse  enve- 
loppe des  côtés  du  triangle  BCD,  on  a  les  relations  con- 
nues 

Q,_  (a"-b'^),M.Tl-a'^)  _ 

a'^fl-^b'-'a^l  '  ' 

et,  en  remplaçant  X2  par  sa  valeur  en  fonction  de  y2^ 
puis  chassant  le  dénominateur,  on  a  une  relation  du  troi- 
sième degré  enj)^2  q^ii  doit  donner  à  la  fois  les  ordonnées 
des  trois  points  B,  C,  D.  On  a,  pour  somme  des  racines, 


-(«'^-^'^5)?' 


72-^/3-^-74-=^ 


a^ 


b^ 

5L(a'2_6/2) 
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En  remplaçant  cette  somme  des  racines  par  sa  vale 
en  fonction  de  p,  ordonnée  du  point  de  concours  d 
normales  en  B,  C,  D,  valeur  tirée  des  calculs  faits  ; 
commencement,  on  voit  qu'il  existe  deux  relations  de 
forme 

p  -  Xp',     a  —  [jLa'. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  XL  —  Si  l'on  cojuidère  un  triangle  q 
se  déplace  en  restant  inscrit  et  circonscrit  à  deux  < 
lipses  ayant  les  mêmes  axes  en  position,  les  normal 
aux  sommets  de  ce  triangle  concoui^ent  en  un  point  '. 
les  normales  aux  points  de  contact  de  ses  côtés  ai^ec  lei 
eni^eloppe  concourent  en  P^,  et  ainsi  de  suite;  tous  i 
points  P,  Pi ,  ...  décrivent  des  ellipses,  et  les  droit 
qui  joignent  entre  eux  de  toutes  les  manières  les  poii 
P,  P<  5  . . . ,  les  centres  des  cercles  circonscrits  à  tous  i 
triangles  que  l'on  déduit  du  premier,  les  points  < 
concours  de  leurs  hauteui^s,  les  centres  de  gra\^ité,  eti 
se  déplacent  en  restant  normales  à  autant  d'ellipt 
Jixes, 

En  reprenant  nos  formules,  nous  trouvons 

,  _       {i  —  \){i  —  i\)b^ __       (l  — X)(I~-2X) 

Pour  passer  au  triangle  suivant,    il  faudra  chang 

-r^  en  jrX-, tt^;  l'expression  de  j\  peut  se  mett 

sous  la  forme 

•^•  — Us  ■   ^■' 


en  posant 
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TT  _  ^' 

^-(I__X)(I-2X)"6*' 

X-i 


V=: 


On  aura  alors 


I  —  2X 


r" 

,1V ./  1 


On  a  donc,  pour  l'expression  générale  dej-^"^\ 


v(w) y^ 

/i  — 


(U-hV)(U^-+-V)(U52H- V)...(U5'«-i-+- V) 

D'après  cela,  nous  pouvons  calculer  les  quantités  R^, 
S',  S2  relatives  au  m^*™*  triangle,  déduit  du  triangle 
BCD,  en  fonctions  de  quantités  connues  ;  l'ordon- 
née p^'^J  du  point  de  concours  des  normales  aux  sommets 
de  ce  m'^®  triangle  est  donnée  par  la  relation 

1 2m  ^2 /  ,  ^  \2m  A2 

On  pourra  donc,  à  l'aide  de  ces  formules,  calculer  les 
éléments  de  l'un  quelconque  des  triangles  de  la  suite 
considérée,  en  fonction  des  éléments  du  premier  triangle. 
On  peut  se  proposer,  relativement  aux  diverses  quan- 
tités qui  figurent  dans  cette  question,  divers  problèmes 
d'Analyse  plus  ou  moins  intéressants;  on  peut,  par 
exemple,  cherclier  l'équation  de  la  courbe  qui  passe  par 
les  points,  en  nombre  infini,  où  viennent  se  croiser  les 
trois  normales  aux  sommets  de  chacun  des  triangles  dé- 
duits successivement   du  premier;   quand  le  premier 
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triangle  est  défini ,  chacun  de  ces  points  est  connu,  et  1^^ 
courbe  qui  les  contient  tous  est  définie. 

La  question  générale  que  nous  avons  traitée,  et  qu ^ 

se  rapporte  à  un  triangle  quelconque  inscrit  et  circon   .^ 
scrit  à  deux  ellipses  ayant  les  mêmes  axes  en  positioi 
peut  aussi  être  envisagée  comme  une  question  de  maxi 
mum  ou  de  minimum,  et  c'est  ce  que  nous  allons  d< 
montrer. 

Considérons  une  ellipse  donnée  A,  et  un  triangle  MNi^ 
inscrit  dans  cette  ellipse  et  tel  qu'une  fonction  sym^_j 
trique  des  éléments  de  ce  triangle  soit  maximum  ou 
nimum;  supposons  qu'un  point  quelconque  àe  l'elli] 
puisse  être  pris  pour  l'un  des  sommets  du  triangle 
pondant  à  ce  maximum  ou  ce  minimum  :  ce  premier  soi 
met  étant  pris  au  hasard  sur  l'ellipse,  le  triangle  mil 
mum  correspondant  sera  complètement  déterminé 
d'une  seule  manière;  donc  il  y  aura  une  infinité 
triangles  répondant  au  maximum,  et  tous  ces  triang  ~~^i 
inscrits  à  l'ellipse  seront  en  même  temps  circonscrit — =-5 
une  ellipse  qui,  par  raison  de  symétrie,  aura  les  mêng — \e 
axes  en  position  que  l'ellipse  donnée  \  la  fonction  qui  sf=gra 
maximum  pour  tous  ces  triangles  qui  se  déplacent  d'uB-iie 
manière  continue  sera  nécessairement  constante.  On 
peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 


Théorème  Xll.  —  Si  un  point  quelcom/ue  d'une 
lipse  peut  être  pris  pour  l'un  des  sommets  d  ^un  triang^ ^ 
inscrit  et  qui  soit  tel  qu  ^  une  Jonction  symétrique  dor^-- 
née  de  ses  éléments  soit  maximum  ou  minimum  y  ^^  ^ 
existe  une  infinité  de  ces  triangles  qui  sont  tous  cir^^ 
conscrits  à  une  ellipse  ayant  les  mêmes  axes  en  posi-^^ 
tion,  et  la  fonction  considérée  est  constante  pour  toi 
ces  triangles. 

Les  cas  particuliers  les  plus  simples  du  théorème  quer 
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point  en  Q,  R,  S  sur  les  trois  côtés  et  si  l'on  consi^ 
dère  le  triangle  A'B'C,  dont  les  côtés  sont  les  perpen-^ 
diculaires  élevées  en  A,  B,  C  aux  droites  PA,  PB,  PC^ 
les  deux  rapports 

QB.SA.RC 
^'^  QG.SB.RA' 

A^B.G\A^B^G 
^^^  C'B.B'A.A'C 

sont  égaux. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  il  sufldt  de  remarqua: 
que  les  triangles  semblables  donnent  les  égalités 

QC  _  BA/       QB      GA  ' 
PC—PA''     PB~PA'' 
d'où 

QC_BA'  PC 

QB""CA'  PB' 

En  écrivant  deux  autres  égalités  analogues,  on  a  le 
théorème  énoncé,  qui  s'applique  au  cas,  plus  général,  où 
les  perpendiculaires  seraient  remplacées  par  des  droites 
faisant  avec  les  droites  considérées  un  même  angle  donné 
quelconque.  [A  suiv^re.) 


CORRESPONDANCE. 


Monsieur  et  cher  Collègue, 

Le  Rapport  de  M.  Laisant  (Congrès  de  Montpellier) 
donne  un  résumé  d'une  méthode  de  transformation  des 
figures  de  notre  ancien  camarade  G.  de  Longchamps. 
Si  je  n'ai  pas  signalé  le  fait  dans  la  Note  que  j'ai  rédigée 
et  qu'ont  publiée  les  Nouv^elles  Annales,  c'est  que  la 
rédaction  de  cette  Note  remonte  à  trois  ans,   que  les 
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résultats  importants  en  ont  été  insérés  dans  les  Comptes 
rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  et  que 
j'ai  signé  le  bon  à  tirer  avant  le  Congrès  de  Montpellier 
et  à  plus  forte  raison  avant  l'impression  du  Rapport  de 
M.  Laisant.  Je  vous  prie  de  signaler  ce  fait  dans  les 
Nouvelles  Annales;  car,  si  je  fais  bon  marché  des 
questions  d'amour-propre,  j'attache  une  grande  impor- 
tance aux  questions  de  probité. 

Veuillez  agréer,  etc. 

E.    AmIGI3ES. 
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QUESTIONS. 


1355.  Les  droites  rectangulaires  OX,  OY  sont  les  di- 
rections des  axes  d'une  ellipse  ; 
M  un  point  de  la  courbe  -, 

N  le  point  où  la  normale  en  M  rencontre  Taxe  OX5 
MQla  perpendiculaire  abaissée  du  point  M  sur  OY5 
MNP  un  triangle  dont  les  côtés  MP,  NP  sont  respec- 
tivement égaux  à  MQ,  NO, 

Si  Ton  prend  sur  la  bissectrice  de  l'angle  MPN,  et  de 
chaque  côté  du  point  P,  des  distances  PD,  PIX  égales 
entre  elles  et  telles  que  PD^mMPxPN,  la  circonfé- 
rence passant  par  les  points  D,  IX  et  ayant  son  centre  sur 
OY  coupera  Taxe  OX  aux  deux  foyers  de  Tellipse. 

(A.  BoiLLEAU.) 

■■  » 
\ 
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THÉORIE  DES  POINTS  SINGULIERS  DANS  LES  COURBES 

ALGÉBRIQUES; 

Par  m.  Gh.  BIEHLER. 


Seconde  Partie. 

1.  jN'ous  allons  considérer  maintenant  Je  cas  où  le  point 
multiple  est  à  Tinfîni.  Supposons-le  d'abord  à  l'infini 
dans  la  direction  de  Taxe  des  j,  et  soit 

^^j    (  F(^,  r)=zQ,,(:r)r'«"/>+cp^^,(^)r"'-^-*-h... 

1  +?m-l(-iP)7H-?m(^)  =  0 

l'équation  de  la  courbe  ordonnée  suivant  les  puissances 
décroissantes  de  7^,  ^v-i^)  désignant  d'une  manière  géné- 
rale un  polynôme  de  degré  [x  en  x. 

Soit  a  une  racine  simple  de  l'équation  ^p{oc)  =  o. 

Coupons  la  courbe  par  une  droite  parallèle  à  la  droite 
^  =  fl  et  voisine  de  cette  droite,  soit  x  =^  n-{-t\  l'équa- 
tion 

(2)  i  ?/>(«-+-0.r"'"''"H  ^,.4-1  («  H- O.r'"-^"' -+-••• 

1  +?m--i(«-+-e)r-f-«>,„(a-hs)— o 

nous  donnera  les  ordonnées  des  points  d'intersection  de 
la  droite  et  delà  courbe.  Posons  j^  =  -  et  multiplions 
les  deux  membres  de  l'équation  (2)  par  z"^"?  •,  il  viendra 

(3)  (  ?p(a-h£)H-?p+i(a-+-£)-2-4-... 

A  chaque  racine  infiniment  petite  de  l'équation  (3) 

correspond  une  racine  infiniment  grande  de  l'équa- 
tion (2). 

^nn.  de  Mathém..  a»  série,  t.  XX  (Mars  1881).  7 


(  y«  ) 

Supposons 

et  soit  Ç;?+y(<'0  '^  première  des  quantités  de  la  forrr 
Oj^(rt),  qui  ne  s'annule  pas-,  Téquation  (3)  prendra  ] 
forme 

-f- -3V[cp^_^^(a) -h  e'cp'^+^(rt)  H- . .  .]  = 
/f  étant  une  racine  simple  de  Téquation 

cp;,(.r)=io, 


(D 


on  a 


?«(«)^0' 


et  les  termes  qui  suivent  ç),(«)  dans  les  premières  p^ 
ren thèses  renferment  tous  soit  e,  soit  z  en  facteur;  il  € 
est  de  même  pour  les  termes  renfermés  dans  les  second 
parenthèses,  à  l'exception  du  premier. 

Quand  £  tend  vers  zéro,  l'équation  (4)  acquiert  q  r« 
cines  nulles,  et  on  pourra  l'écrire  sous  la  forme 

a  et  ^  étant  des  quantités  qui  sont  aussi  voisines  de  zei 
que  l'on  veut  lorsqu'on  substitue  à  z^  dans  les  parei 
thèses,  l'une  des  q  racines  voisines  de  zéro  qu'acquîe 
l'équation  (4)  pour  de  petites  valeurs  de  e.  On  poarJ 
donc,  en  raisonnant  comme  nous  l'avons  fait  dans 
première  Partie  (  '  ),  représenter  par  la  formule 

(6)  ,.^__lk(«)    - 


?P-H7(«) 


(')   Voir  le    numéro  de  novembre  1880  des  Nouvelles  Annales 
Ma  th  em  a  tiq  ues . 


(  99  ) 
les  valeurs  approchées  des  q  racines  înfinîmenl  petites 
de  l'équation  (4).  Si  q  est  impair,  l'équation   (6)  n'a 
qu'une  seule  racine  réelle,  et  cette  racine  est  de  signe 


contraire  à  celui  de 


(a) 


^p-k-q 


SoitOA  =  a  [fig-  i)  et  supposons  le  rapport     '^    — r 

positif;  pour  une  valeur  positive  de  s,  la  racine  réelle  de 
l'équation  (  6  )  est  négative  \  on  obtient  donc  un  point  M' 


iMg.     I. 


,V 


0 


B;H, 


% 


A; 


..lî' 


I 


*^  côté  des  j)^  négatifs  sur  la  droite  B|  B'^,  dont  l'équation 
^t  j:=  rt  -j-  £  5  quand  £  tend  vers  zéro,  cette  racine  en- 
^^dre  la  branche  B'M';  pour  des  valeurs  négatives  de  e, 
^  obtient  la  branche  BM;  ces  deux  branches  sont 
^ymptotes  à  AB  de  part  et  d'autre  de  cette  droite,  et  le 


e  du  rapport 


donne  la  position  de  la  courbe 


ur 


rapport  à  son  asymptote. 

upposons  maintenant  q  pair  et  —^ — - — r  positii-,  po 

ï-^s  valeurs  positives  de  e,  toutes  les  racines  infiniment 
petites  de  l'équation  (5  )  sont  imaginaires  5  si,  au  con- 
traire, on  donne  à  e  des  valeurs  négatives,  deux  des  ra- 
allies  infiniment  petites  de  réquation  (5)  sont  réelles^ 


(  »^<^  ) 

J'une  d'elles  est  positive  et  l'autre  négative.  On  o 
donc,  sur  la  droite  B,  B',  {fig*  2),  deux  points 
l'un  dans  la  région  des  j  positifs,  l'autre  dans  la  1 
des  j  négatifs.  Quand  e  tend  vers  zéro,  les  deux  r; 


Fig.  2. 

'  V 

B 

1 

0 

A 

{ 

.h 

B' 

..V 


considérées  eng<aidrent  les  branches  MB,  M'B'  s 
d'un  jnème  côté  de  l'asymptote. 

On  voit  que  l'équation  (5)  a  une  forme  analo 
celle  que  présente  Téquation  ( 7)  de  la  première  P 
ce  dernier  cas  correspond  à  celui  où  le  point  est 
flexion. 

Ce  que  l'on  vient  de  dire  de  la  racine  simple  a  c 
quation  ^p{x)  =  o  s'applique  à  toutes  les  autres  n 
simples  de  cette   équation^   on  construira   donc 
même  manière  toutes  les  branches  infinies  fourni< 
les  autres  racines. 


2.  Considérons  maintenant  le  cas  où  ^p{jc) 
met  une  racine  double  a;  dans  ce  cas, 


>.^. 


^],{a)  —  o     et     cp;(rt)>o; 


(    ,o,    ) 
réquatioii  (3)  pourra  donc  s'écrire 


e'     , 


i.a 


<p;(«) 


F  ' 


(7) 


-h  5[©p^i(a)  4- ecp'^^j(a)  4-. .  .] -+- 


-j-^w-p 


U/«(«) +  £?',;,.(«) 


-h.  ..H- 


S  f '»'(«)]• 


Supposons  que  a  n'annule  pas  la  fonction  f/»+i(<ic)  ^  dans 
ce  cas,  Téquation  (  7  )  pourra  s'écrire 


(8) 


1.2 


[Tp(«)  +  a]  -^  -^CTp-mC^)  +  S]  =  o, 


analogue  a  l'équation  (i  i)  de  la  première  Partie. 

Les  quantités  a  et  6  sont  aussi  petites  que  l'on  veut 
lorsque  z  désigne  la  racine  infiniment  petite  de  l'équa- 
tion (8). 

La  valeur  approchée  de  z  est  l'expression 

On  voit  aisément  qu'à  cette  racine  correspondent  deux 

»  Fig.  3. 


0 


..»• 


K' 


wanchesde  courbe  analogues  à  celles  de  la/ïg*.  3,  cou 
«truite  dans  l'hypothèse  nM^l  >  o. 


(    !():>.   ) 

Ces  considérations  s'appliquent  à  toutes  les  racines 
doubles  de  Téquation  cp^(.r)  =  ()   qui  n'annulent    pas 

3.  Considérons  maintenant  le  cas  où  ^p^\{ci)  =  o  et 
cp^,^,  ( rt)  ^  o,  ainsi  que  Op^'y[a )  ^  o,  «  étant  toujours  une 
racine  double  de  ç^(x)  =  o. 

L'équation  (  3  )  prendra  alors  la  forme 

y  étant  une  somme  de  termes  qui  sont  tous  infiniment 
petits  devant  les  trois  premiers  pour  des  valeurs  infini- 
ment petites  de  £  et  de  2. 
Posons 


l'équation  (g),  après  cette  substitution,  renferme  dans 
son  premier  membre  e*  en  facteur 5  si  Ton  débarrasse  le 
premier  membre  de  ce  facteur,  il  vient 

•/  étant  une  somme  de  termes  qui  renferment  tous  e  en 
facteur. 

Quand  e  est  très  petit,  la  fonction  Ç  a  une  valeur  aussi 
voisine  que  l'on  veut  de  l'une  des  racines  de  l'équation 
du  second  degré 

9       9^ 

Soient  ko  ^t  Si  les  racines  de  cette  dernière  équation  ; 
supposons  J^o  et  ÎJ,  réelles  et  inégales^  les  deux  raciness 
de  l'équation  en  z  qui  tendent  vers  zéro  auront  pour  va- 
leurs appro(!héps 


(  103) 

par  suite,  si  Ço  et  !!ji  so^^  ^^  même  signe,  la  courbe  pré- 
sentera une  disposition  analogue  h  celle  de  Isi/ig.  4  (so 
et  î^i  sont  supposés  positifs),  et  si  !Jo  et  JJ,  sont  de  signes 


_*c  • 


0 


.»r 


contraires,  la  courbe  présentera  une  disposition  ana- 
logue à  celle  de  Isijig,  3. 

Si  les  racines  de  l'équation  (ii)  sont  imaginaires,  il 
n'y  a  pas  de  branches  réelles  asymptotes  à  la  droite  BB'. 

Enfin  si  les  racines  de  l'équation  (ii)  sont  égales,  elle 

prendra  la  forme 

(12)     cp^2(a)(C  -  Ço)'  4-  Ae  H-  Bs^  -h  G£3  H-  .  .  .  =  G, 


et,  par  suite, 


ç-~; 


o-±:y/- 


les  deux  valeurs  de  ^  4"!  ont  pour  limite  ^o  ont  donc 
pour  valeurs  approchées 


V  <?P+2 


(«) 


et  nous  donnent  une  disposition  de  la  courbe  analogue  à 


(  «04  ) 

celle  de  laijig.  6,  qui  correspond  au  rebrousse  ment  de 
seconde  espèce. 


.jfi 


4.  jNous  avons  actuellement  à  examiner  le  cas  où 

<P/H-t(«)— o,     Op+j,{a)  —  o,     cp,,^.:s_i(«)z=o,     Op+^{a)>o, 

En  introduisant  ces  hypothèses  dans  l'équation  (3';, 
elle  prend  la  forme 


(i3) 


1  .2 


?ÎA«)  -+-  £-"?p-f.«(^)  -+-  z^op^^(a)  4-3  =  0, 


8  étant  une  somme  d'un  nombre  fini  de  termes  qui  sont 
infiniment  petits  devant  Tun  des  trois  termes  mis  en  évi- 
dence. 

Les  développements  dans  lesquels  nous  sommes  entrés 
pour  traiter  complètement  ce  qui  se  rapporte  à  l'équa- 
tion (17)  de  la  première  Partie  nous  dispensent  d'insis- 
ter sur  l'étude  de  l'équation  (i3).  Nous  nous  bornerons 
donc  à  énoncer  les  résultats  suivants  : 

1**  Si  72  ^  N,  les  branches  qui  accompagnent  BB'  offrent:: 
la  disposition  de  la //g*.  3,  dans  le  cas  de  N  impair;  elM 
dans  le  cas  de  N  pair  il  n'y  a  pas  de  branches  accom- 
pagnant la  droite  x  =  a,  ou  bien  elles  olFrent  la  dispo    - 
sition  de  ^sl  ft^.  5. 


(  ï^>3  ) 
î®  Si  /i<^N,  N  =  2  w,  ou  obtient  les Jig.  y  et  8  si  /i  est 
pair  et  si  les  racines  de  Téquation  eu  J^" 


(i4) 


I  .2 


?;(«)  ^-  ?'*?;.«(«)  •+■  ï*«?/>^î«(«)  =:  O 


sout  réelles  et  inégales. 

Si  les  racines  deTéquation  (i4)  sont  égales,  la  courbe 
présente  une  forme  analogue  à  celle  de  l^fig^  7. 

Entin,  si  les  racines  de  Téquation  (i4)  sont  iniagi- 


Fig.  7. 


Fig.  8. 


Vf       /!  »  - 


0 


-OP' 


0 


}J 


.*v 


B' 


naires,  il  n'y  a  pas  de  branches  réelles    qui    accom- 
pagaent  la  droite  BB'. 

La  discussion  se  fait  d'ailleurs  comme  dans  la  première 
Partie^  nous  n'insisterons  pas  et  nous  allons  passer  au 
cas  des  asymptotes  non  parallèles  à  l'axe  des  y. 

5.  Considérons  maintenant  le  cas  où  le  point  est  à 
l'infini  dans  une  direction  autre  que  celle  de  l'axe  des  j^, 
et  soit 

'équation  de  la  courbe. 


(   «o6  ) 

Dans  cette  équation,yj^(  j:',j)'^)  désigne  d'une  manière 
générale  l'ensemble  homogène  des  termes  du  degré  [ji. 
Cette  équation  peut  s'écrire 


ou  bien,  en  posant  y;^  i ,  i  ^  =  -^  /  ^  ) , 

(3)    x"^^,^^(^:Lj^j,rn-i^ 

Si  l'on  fait,  en  outre, 

X  ^  .       x' 

a  étant  une  racine  de  l'équation 

l'équation  (3)  deviendra,  après  en  avoir  multiplié  les 
deux  membres  par  od^^ 

Si  Ton  développe  les  expressions  'fjt(«-f-J^)  et  si  Ton 
remarque  que 

l'équation  (4)  deviendra 

/?',«(«) -+-^'?m-l(«) 

(5)   \ 

•  yhn  j^i  y'in—X 

ni\  '  (m  —  I ) :  * "    *    ^    ^ 

4-  .r'"''Oo~  f^(./•',  v')  r:::0. 


(  >07  ) 
Si  l'on  pose 

réquation  (5 }  prendra  la  forme 

•^'[^?m(«)  +  ?/«-!  («)] 

(6)  {  rim 

ou,  après  la  suppression  du  facteur  x, 

(7)  «^,(X)-i-^'^.,(X)H-...  +  ^"»-'4,,„(X)  =  o, 
en  posant,  pour  abréger. 

Dans  le  cas  le  plus  général  où  un  certaîn  nombre  de 
fonctions  ^^(^^)  sont  identiquement  nulles,  par  exemple 

dans  le  cas  où  4'<  (^)9  ^2(^0'  •  •  •  ^  ^p-*  C^)  ^^^^  identi- 
9^e ment  nulles,  l'équation  [y)  prend  la  forme 

(8)       a:'P-i^p(l)  +  ^r'/^t^p+iCX)  4-. .  .H-  ^"«-»^,„(X)  =  o 
^^y  ^près  la  suppression  du  facteur  x'P"*  , 


«ette  équation  est  de  même  forme  que  l'équation  (  3  ) 
^^  la  première  Partie. 


.  On  voit  aisément  que  si  Ton  construit,  dans  le  voi- 

^^^^^ge  de  l'origine,  la  courbe  représentée  par  l'cqua- 

^^^ix(5),  0(x',  )')  =  o,  cela  équivaudra  à  la  construction 

^^   Xa  courbe  (i)  à  l'inJGlni  dans  la  direction  fournie  par  la 

raf:rine  a  de  l'équation  'f„,{  //  )  r=  o. 


(   'o8  ) 

m 

Eu  effet,  nous  avons  posé 

on  en  tire 

y  rz2  ax  -h  X. 

Si  nous  faisons  ensuite 

A  izi:  Ay-|-  £, 

cela  reviendra  évidemment  à  couper  la  courbe  par  une 
droite  parallèle  à  la  droitejy  =  «a:  -f-  \fs* 

Cette  droite  y  z=z  ax  -^-X^  est  asymptote  à  la  courbe 
si  Xo  a  été  déterminé  de  manière  que  l'équation  en  x' 
acquière  une  nouvelle  racine  nulle;  par  suite,  Téquation 
en  X  acquerra  une  nouvelle  racine  inGnie.  L'équation 
y  ==  ax  4-  )^o-|-  e  sera  alors  celle  d'une  parallèle  à  l'a- 
symptote y  =.  ax'\'\^  et  aussi  voisine  que  Ton  voudra 
de  cette  droite  pour  des  valeurs  suffisamment  petites 
de  e. 

Les  équations  (7)  ou  (9)  entre  les  quantités  a/ et  A 
deviennent,  en  posant  ).=:Ao-f-e5  des  équations  entre 
les  infiniment  petits  a/  et  e  ;  elles  nous  donneront,  par 
des  raisonnements  identiques  à  ceux  de  la  première 
Partie,  les  valeurs  approchées  infiniment  petites  de  j/ 
pour  des  valeurs  très  petites  de  e,  et,  par  suite,  le  signe 
de  ces  valeurs  de  .r'  pour  des  valeurs  soit  positives,  soit 
négatives  de  e.  Donner  à  e  des  valeurs  positives,  c'est 
couper  la  courbe  par  des  parallèles  à  l'asymptote 
jy==  ax -h  )^o  situées  au-dessus  de  cette  droite;  les  va- 
leurs négatives  de  e  donnent  des  parallèles  à  l'asymptote 
situées  au-dessous  de  cette  droite. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  ce  point,  la  dis- 
cussion étant  identique  à  celle  que  nous  avons  dévelop- 
pée précédemment.  Nous  allons ^  en  terminant,  rappeler 


(   »^9  ) 
«ne  propriété  remarquable  de  la  r.ourbe  représentée  par 
l'équation  (5)  en  .r',  j',  que  nous  avons  désignée  par 

La  courbe  ^[x^^y)  =  o  peut  être  considérée  comme 
une  transformée  par  perspective  de  la  courbe  représentée 
par  ¥[x^y)  =  o. 

Si  l'on  conçoit,  en  effet,  un  système  de  deux  plans  rec- 
tangulaires {fig.  9)  qui  se  coupent  suivant  la  droite  XY, 


et  un  point  o  dont  les  distances  aux  deux  plans  soient 
égales  entre  elles  et  à  Tunité  :  soient  O,  O'  les  projections 
de  0  sur  les  deux  plans.  Si  Ton  unit  un  point  quel- 
conque M  du  premier  plan  au  point  o  par  une  droite, 
cette  droite  vient  percer  le  second  plan  en  un  point  M', 
qui  est  la  perspective  du  point  M.  Si  Ton  rapporte  les 
positions  de  M  et  de  M'  respectivement  aux  axes  xOy^ 
^^'y%  on  a,  entre  les  coordonnées  x^  j>",  j?',  j'  des 
points  M  et  M',  les  relations 


X 


par  suite,  si  le  point  M  décrit  dans  le  premier  plan  la 
courbe  F  (a,  j^  )  =  o,  le  point  M'  décrira  dans  le  second 


(  »ïo  ) 

plan  la  courbe  <I>(a',  j' — a)  =  o.  Cette  équation  prend 
la  forme  <I>(a',j')=o  par  une  translation  de  Taxe 
des  j\ 

La  courbe  ^[x\y)  =o  peut  donc  être  considérée 
comme  une  perspective  de  la  première. 


THÉORÈNES  SUR  LES  NORMALES  A  L ELLIPSE; 

Par  m.  WEILL. 

[finC).] 


Dans  le  cas  du  problème  proposé,  le  rapport  (2)  est 
égal  à  Tunité,  pui?qu'il  existe  une  conique  tangente  aux 
côtés  du  triangle  A'B'C  aux  points  A,  B  et  C.  Le  rap- 
port (i)  est  donc  aussi  égal  à  l'unité.  Par  suite,  si  Ton 
désigne  par  a,  p,  y,  a',  ^',  y'  les  distances  du  point  P  aux 
six  droites  menées  par  chacun  des  points  A,  B  et  C,  per- 
pendiculairement aux  côtés  qui  aboutissent  en  ces  points, 
Téquation  du  lieu  du  point  P  sera 

Ce  lieu,  qui  est  du  troisième  degré,  a  pour  centre  le 
centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  et  pour 
asymptotes  les  perpendiculaires  abaissées  de  ce  point 
sur  les  côtés  ;  il  passe  par  les  trois  points  A,  B,  C,  par  le 
centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle,  le  point  de 
concours  de  ses  hauteurs  et  les  centres  des  cercles  in- 
scrit et  exinscrits  au  triangle. 

Cherchons  maintenant  le  litiu  des  sommets  A',  B',  C 
du  triangle  obtenu  en  menant  des  tangentes  à  la  conique 


(*)  NouveUes  Annales,  r>«  série,  t.  \\,  p.  08. 
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courbe  ooiinue  du  troîsièuie  d(»gré  et  did'érente  de  la  pré- 
cédente. Or,  les  abscisses  des  points  P'  et  W  ne  dépen- 
dent que  d'un  radical  carré  ;  il  en  est  donc  de  même  des 
abscisses  des  points  B',  B'^,  C,  0\  puisque  les  deux  courbes 
du  troisième  degré  qui  contiennent  ces  points  passent 
toutes  deux  par  le  point  A. 

Si  l'on  considère  une  des  coniques  circonscrites  au 
triangle  ABC  et  telle  que  les  normales  en  A,  B  et  C 
soient  concourantes  en  un  point  P,  si  Ton  projette  ce 
point  en  Q,  R,  S  sur  les  trois  côtés,  il  existera,  d'après  le 
théorème  de  Géométrie  que  nous  avons  établi,  une  co- 
nique tangente  aux  trois  côtés  du  triangle  ABC  aux 
points  Q,  R,  S.  Dès  lors,  si  Ton  projette  le  point  P  en 
Q',R',  S' sur  les  côtés  du  triangle  QRS,  il  y  aura  une  troi- 
sième conique  tangente  aux  côtés  du  triangle  QRS  aux 
points  Q',  R',  S',  et  ainsi  de  »uite.  M.  Laguerre  a  énoncé 
sous  forme  de  question  (  Nouvelles  Annales,  ques- 
tion 1341,  mars  1880),  une  proposition  qui  est,  au  fond, 
identique  à  la  précédente. 

Sans  développer  davantage  ce  sujet,  nous  énoncerons 
une  dernière  propriété  : 

Théorème  XIV.  —  Lorsqu'un  triangle  est  inscrit  et 
circonscrit  à  deux  ellipses  ayant  les  mêmes  axes  en 

position^  si  Von  pose  t  =  lang  -  >  y  étant  le  paramètre 

angulaire  de  Vun  des  sommets ,  l' équation  qui  donne 
à  chaque  instant  les  trois  valeurs  de  t  sera 

Vi 

dans  laquelle  C  est  une  constante  et  A  un  paroifiètre 
variant  avec  la  position  du  triangle. 


(  i'3) ^ 

SIRFAGES  APPLICABLES  SUR  DES  SURFACES  DE  RÉVOLUTION; 

Par  m.  a.  PICART. 


1.  M.  Haton  de  la  Goupillière,  dans  une  Communi- 
cation faîte  à  la  Société  pliilomatliique  le  17  mars  1867, 
a  donné  la  solution  de  la  question  suivante  : 

Quelles  sont  les  surfaces  sur  lesquelles  on  peut  tra- 
cer un  réseau  isotherme  ou  isométrique,  c'est-à-dire 
décomposant  la  surface  en  carrés  infiniment  petits,  qui 
soit  formé  de  lignes  géodésiques  et  TJe  leurs  trajectoires 
orthogonales? 

Il  a  trouvé,  en  considérant  la  forme  de  Télément 
linéaire  de  la  surface  qui  est  propi'c  aux  systèmes  iso- 
métriques, savoir 

(i)  ds^z=zl{du^-hdv^), 

que  les  seules  surfaces  jouissant  de  cette  propriété  sont 
les  surfaces  applicables  sur  des  surfaces  de  révolution. 

2.  Ce  résultat  peut  s'établir  immédiatement  à  Taide 
des  principes  les  plus  simples  de  la  Géométrie  des  sur- 
faces. 

Il  suffit  de  se  rappeler  l'expression  de  la  courbure  géo- 

désique  ( J  des  lignes  d'un  réseau  orthogonal  et  le 

iliéorème  de  Gauss  qui  en  est  une  conséquence. 

Soit,  en  effet,  un  réseau  isométrique  formé  par  des 
lignes  géodésiques  (X)  et  leurs  trajectoires  orthogo- 
nales (Y).  Les  éléments  de  lignes  géodésiques  compris 
t'ntre  deux  trajectoires  orthogonales  infiniment  voisines 
tilant  égaux,  d'après  le  théorème  de  Gauss,  les  carrés 

^fin.tie  Maefi^mat,,  !»«  série,  l.  XX.  (Mars  iS8i.)  8 
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compris  entre  ces  deux  mêmes,  trajecloires  sont  tous 
égaux-,  par  suite,  la  courbure géodésique  de  chacune  des 
trajectoires,  qui  est  égale  (si  Ton  désigne  par  dj  Télé- 
ment  de  trajectoire  et  par  ùx  l'élément  de  ligne  géodé- 

K    ,        0  dv  r  y  1 

sique)  a    .    ;    y  est  constante.  Le  système  des  trajec- 

u  y  oju 

toires  est  donc  formé  de  lignes  d'égale  courbure  géo^ 
désic/ue. 

Or,  il  est  facile  de  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Quand  il  existe  sur  une  surface  un  système  de  lignes 
géodésiques  ayajit  pour  trajectoires  orthogonales  un 
système  de  lignes  d'^égale  courbure  géodésique,  ou,  en 
d'autres  termes,  quand  on  peut  tracer  sur  une  surface  un 
système  de  lignes  parallèles  de  courbure  géodésique 
constante,  la  surfacç  est  nécessairement  applicable  sur 
une  surface  de  révolution. 

En  effet,  la  courbure  géodésique  de  ces  lignes  peut 
être  regardée  comme  une  fonction  de  l'arc  s  qu'elles  dé- 
terminent sur  une  certaine  ligne  géodésique,  à  partir  d'un 
point  fixe,  pris  pour  origine;  dès  lors,  si  l'on  considère 
la  surface  de  révolution  sur  laquelle  la  courbure  géodé- 
sique des  parallèles  soit  exprimée  par  la  même  fonction 
de  l'arc  de  méridienne,  on  voit  que  les  deux  surfaces 
pourront  être  décomposées  en  carrés  infiniment  petits, 
respectivement  égaux  entre  eux,  et,  par  suite,  seront  ap- 
plicables l'une  sur  l'autre. 

Mais  quelle  est  la  surface  de  révolution  sur  laquelle  la 
courbure  géodésique  des  parallèles  est  une  fonction  o[s) 
de  l'arc  de  méridienne  ? 

Si  l'on  désigne  par  x  le  rayon  d'un  parallèle,  on 
trouve  l'équation  différentielle 

^    ^  ûT  as       '  ^ 


(  "^  ) 

dont  l'intégrale  première  est 

rs 

(3)  x  =  Ce  ^o 

C'est  là  l'équation  de  la  méridienne.  Il  y  entre  un  para- 
mètre arbitraire  C.  Si  Ton  fait  varier  ce  paramètre,  on 
a  une  infinité  de  surfaces  de  révolution  toutes  applicables 
les  unes  sur  les  autres.  Elles  forment  une  famille  dont 
les  surfaces  individuelles  se  distinguent  par  la  valeur  du 
module  G. 

Le  théorème  précédent  permet  de  reconnaître  immé- 
diatement que  les  hélicoïdes  sont  applicables  sur  des 
surfaces  de  rév^olation,  propriété  découverte  par  Bour, 
car  il  est  évident  que  les  hélices  décrites  par  les  diffé- 
rents points  du  profil  générateur  sont  des  lignes  paral- 
lèles et  de  courbure  géodésique  constante. 

Il  y  a  plus,  on  peut  trouver  très  simplement,  en  s'ap- 
puyant  sur  les  mêmes  principes,  la  relation  qui  existe 
entre  le  profil  générateur  de  riiélicoïde  et  la  méridienne 
delà  surface  de  révolution. 

Soit  L  le  profil  de  Thélicoïde  rapporté  à  l'axe  Oyàe  la 
surface  et  à  la  perpendiculaire  Ox.  Considérons  l'hélice 
décrite  par  le  point  M,  dont  les  coordonnées  sont  a:  et  y. 
Si  j[?  est  le  pas  de  la  surface,  la  tangente  à  cette  hélice 
en  M  fait  avec  l'axe  un  angle  a  dont  la  tangente  est 

-^-  Si  l'on  désigne  par  s  et  X  les  angles  que  la  tangente 

en  M  au  profil  fait  avecOx  et  avec  la  tangente  à  l'hélice, 
on  trouve,  pour  la  courbure  géodésique  G  de  l'hélice  sur 
l'hélicoïde, 

(4)  G=:r. 


sin-a  ross 


.V       SlIlA 


car  -  = et  cos6  = r-^  >  ou 

p  X  sinA 


(5)  G=- 


sin^a  cosE 


.1  —  sin-£  ros-a 


JL'  y 


(.,G) 

puisque    cos  A  =  sins  cosa,    ou    enfin,    en    remplaçant 
sin^a,  cos-a,  coss,  sine  respectivement  par 


\/-(ê)'  \/-(© 


(6)  Gr=-  ^'"'•^ 


i/(/^2  _^  4^2  ^2)   I   ^2_^  ^^2^î^  4,,2^î/^yi 

Telle  est  la  courbure  géodésîque  des  hélices  exprimée 
en  fonction  de  Vx  des  différents  points  du  profil  el  du 

coefficient  différentiel  ~-  •  Il  faut  exprimer  cette  cour- 
bure en  fonction  de  l'arc  de  ligne  géodésique  qui  leur 
est  orthogonal. 

Or,  en  appelant  5  cet  arc  et  o-  l'arc  du  profil,  on  a 
évidemment 

(7)  fi^.ç  =  t/jsinX, 

d'où,  en  remplaçant  rfo-  et  sinX  par  leurs  valeurs, 


(8)  J.=  y    r^-^—^-^^dx. 

SI  Ton  suppose  le  profil  connu,  x  est,  en  vertu  de 
cette  dernière  formule,  une  certaine  fonction  de  s  qui, 
mise  à  la  place  de  x  dans  Féquation  (6),  donnera  la 
courbure  géodésique  des  hélices  en  fonction  de  l'arc  s.  Sî 
'on  désigne  par  ^{s)  cette  fonction,  la  courbe  méri* 
dienne  de  la  surface  de  révolution  sur  laquelle  l'hélicoïdes 
est  applicable  aura  pour  équation 

-  /   f  {*)«/* 

(9)  x  =  Ce  .0.        .  -       ^  ■ 


(  "7  ) 
Réciproquement,    coanaissant  la  foncllou   'f{s)   qui 
exprime  la  variation  de  la  courbure  géodésîquc  des  pa- 
rallèles d'une  surface  de  révolution  donnée,  on  pourra 
déterminer  le  profil  générateur  de  riiélicoïde  sur  lequel 
cette  surface  est  applicable.  Il  sera  donné  par  les  for- 
mules (9)  et  (8).  De  la  formule  (g)  on  tirera  la  valeur 
de  5  en  x^  par  suite  celle  de  ds^  et  Ton  portera  cette  der- 
nière dans  (8),  ce  qui  donnera  une  équation  différen- 
tielle entre  x  et  -^^  dont  l'intégration  fournira  Téquation 

du  profil . 

Remarquons  que  deTéquation  (8)  et  de  Téquation  (6), 
où  Ton  remplace  G  par  (f  (^),  on  déduit  Féquation 

,  ^   ,  iiTz^œda: 

rù(s)dS-^ T— ; 7  =0, 


qui,  intégrée,  donne 

(10)  p'-h4 


—2  I  <f(s)ds 


Comme  application  de  ces  formules,  nous  clierc lierons 
d'abord  quelle  est  la  surface  de  révolution  sur  laquelle 
peut  s'appliquer  la  surface  de  vis  à  filet  carré. 

Le  profil  générateur  étant  une  droite  perpendiculaire 


à  l'axe,  on  a 
par  suite 


rf^-°' 


s^=^x     et     Kj[^=. ~ 


47:^5* 

L équation  de  la  courbe  méridienne  de  la  surface  de 
révolution  cherchée  est  alors 

(").  a7=-i/o»-h4lt«5«. 

P 

On  reconnaîtra  là  réquation  des  courbes  déi^ivées  de 


(  "8   ) 
la  cliaÎQelte,  car,  en  posant  — ^  =  A,  —  =  //,  on  peut 
la  mettre  sous  la  forme 


qui  ne  did'ère  que  par  le  module  Â"  de  l'équation  de  la 
chaînette 


/ 


X  ■=.  s^  It?- -\-  s^ . 


On  obtient  cette  dernière  équation  en  supposant  C  =  A- 
La  surface  de  vis  à  filet  carré  n'est  pas  le  seul  liéli- 

coïde  applicable  sur  la  surface  de  révolution  qu'engendre 

Ja  chaînette  et  que  Bour  a  appelée  alysséide. 

Proposons -nous,  en  effet,  de  trouver  le  profil  des  héli- 

coïdes  applicables  sur  l' alysséide. 

Pour  cette  surface,  la  fonction  (p(5)  qui  exprime  la 

courbure  géodésique  des  parallèles  est  —  jj j;  par 

conséquent,  l'équation  (lo)  devient,  dans  ce  cas, 

m  désignant  une  constante,  d'où 


=/-. 


'^x^-\-  p^ —  mlv 


ni 
et 

ds  l^Tz^x 


d-^       \fin  \j(\  71^  x^-j-p^  —  mh^ 


ds 
Portant  cette  valeur  de  -r-  dans  l'équation  (8),  on  a 


m(/i7:2ar2H-/)2  — m/î*)  p^-ï-  1\tz^x^ 


(  "y  ) 

d'où 


..)  dy^-^  sJ]^T^^^      AZIÂ^ 


—  m  )  x^  —  m  (  }f'  —  mli^) 


Telle  est  l'équation  différentielle  du  protil  de  Tliéli- 
coïde. 
Si  l'on  pose 


d'où 


œ^ 


,  dz 

dx  ■=.  — , 

IX 


elle  devient 


l\T.z \Jm  sjl\ Tz^z  ~\- p^  —  m h^ 

Sous  cette  forme,  on  voit  que  la  valeur  générale  de  y 
fournie  par  l'intégration  renferuie  des  transcendantes 
elliptiques. 

Mais  on  n'a  que  des   fonctions  algébriques  et  loga- 
rithmiques dans  les  trois  cas  particuliers  suivants  : 

II 

Dans  le  premier  cas,  l'équation  différentielle  devient 


[xpit  Z 


dans  le  second, 


^y  ^  V^4^'  A'  -  P'  V ^1  r:^  z  H-  p'         ^^ . 

4  -  ^  SI  [y  7:2  -  _^  y,2  _   /^  ^2  /^2 


(    '«o  ) 
dans  le  troisième, 


L'intégration  s'effectue  donc  sans  aucune  difficulté^ 
et,  en  faisant  p=.  iizli  dans  les  intégrales,  elles  se  ré- 
duisent àj^-|-C  =  o,  c'est-à-dire  à  celle  d'une  droite 
perpendiculaire  à  Taxe.  On  retrouve  ainsî  la  surface  de 
la  vis  à  filet  carré. 


SOLUTION  DE  L4  QUESTION  PROPOSÉE  AU  CONCOURS 
D'ADMISSION  A  l/ÉCOLE  NORMALE  EN  1880, 

Par  m.  J.  GRIESS, 

Maître  répétiteur  au  lycée  d'Alger  (*). 


Etant  donné  un  paraboloïde  hyperbolique,  on  con- 
sidère une  génératrice  rectiligne  A  de  cette  surface  et  la 
génératrice  B  du  même  système  qui  est  perpendiculaire 
à  la  première  ;  par  les  points  a  et  b  où,  ces  droites  sont 
rencontrées  par  leur  perpendiculaire  commune  passent 
deux  génératrices  j^ectilignes  A'  et  B'  de  l'autre  sys- 
tème; soient  a!  et  V  les  points  où  les  deux  droites  A' 
et  B'  sont  rencontrées  par  leur  perpendiculaire  com- 
mune, 

1°  Trouver  le  lieu  des  points  a  et  b^  et  celui  des 
points  ol  et  b\  quand  la  droite  A  décrit  le  paraboloïde. 

2°  Trousser  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites 
A  et  ^  ou  S!  e«B. 

3°  Calculer  le  rapport  des  longueurs  âV  et  ab  des 

(')  Classé  le  vingt-cinquiémc  au  concours  d'admission. 
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perpendiculaires  communes,  et  étudier  la  variation  de 


ces  longueurs. 


Je  prends  réquallon  du  paraboloïde  sous  la  forme 


y2  j^i 


Une  génératrice  A  aura  pour  équations 

(A)  ;/^       V/^ 

y         z         '?.x 


une  génératrice  B  du  même  syslème  sera 

(B)  (V/7^     v/^ 

y  z    IX 

Ces  deux  génératrices  seront  perpendiculaires  si  l'on  a 

(0  XX'-h/7-h7  =  0. 

Le  point  a  où  la  perpendiculaire  commune  à  ces  deux 
génératrices  rencontre  A  est  défini  par  les  équations  (  A  ) 
et  par  celle  d'un  plan  mené  par  B  perpendiculairement 
sur  A.  Un  plan  passant  par  B  a  pour  équation 


\'p     V7  \yp     s/ g      ^  . 


ou  bien 


2  k  I  -h  A'  A*  —  1  . , 

-^  x-\ — -  y  -\ -=-  z^X'^o; 

^  VP   ^  V<7 


(  »'r^'  ) 

il  sera  pcrpeiidiculaiic  à  A  si 


V 

V7' 

v^ 

ou  bien 

A 

V'7 

.. y 

I 

xk 

A-Hi 
P 

A       1 
7 



9.  k              •?. 

iVoù 

v-^n     p    n 

k 

/^  + 

7 

Le  plan  proposé  a  donc  pour  équation 

>,lp       vV  P-'f\\P       V7         '^    / 

En  se  servant  des  équations  de  A,  celle-ci  peut  s'écrire 

p^q\   \  X  ) 

OU  bien 

%         ^  /  p-\-q  \'  —\ 

A  —  A^  H-  2  »r  ' ^       , .  ,      =1  o . 

p  —  (f       AA 

Divisant  par  X  —  X'  et  remplaçant  XX'  par  —  (/;  -h  y),  il 
vient  pour  l'équation  du  lieu 

p  —  q 

r-H —-  o. 

'À 

Cette  équation,  jointe  à  celle  du  paraboloïde,  montre 
que  le  lieu  des  points  a  est  une  hyperbole  dont  le  plan 
est  perpendiculaire  à  l'axe  du  paraboloïde.  On  voit  d'ail- 
leurs que  c'est  aussi  le  lieu  des  points  i,  car  tous  les 
calculs  sont  symétriques  en  X  et  )/. 

Je  remarque  que  cette  hyperbole  est  aussi  le  lieu  des 
points  du  paraboloïde  où  les  génératrices  sont  perpendi- 


(  '^••i  ) 

culaîres.  Ou  aurait  pu  le  prévoir.  Si  je  mène  en  effet 
par  B  un  plan  perpendiculaire  à  A,  ce  plan  coupera  le 
plan  tangent  en  a  suivant  une  droite  ])assant  par  a,  per- 
pendiculaire à  A  et  rencontrant  B.  C'est  donc  une  géné- 
ratrice du  paraboloïde.  Donc,  en  «,  les  génératrices  sont 
rectangulaires. 

Cette  remarque  nous  permet  d'écrire  immédiatement 
les  équations  des  génératrices  A'  et  B'. 
Celles  de  A'  sont 

y         z        IX 

et  A'  sera  perpendiculaire  h  A  si  X/x  -H/j  —  </  =  o. 
De  même  celles  de  B'  seront 


(B') 


\rp 

IX 

1 

Y 

',-  + 

=  !-', 

\/p     \ll 

avec  la  condition  V^-^p  —  q  z=lo. 

Pour  trouver  le  point  a\  je  mènerai  par  B'  un  premier 
plan  parallèle  à  A'  :  c'est  évidemment  le  plan 

(3)  -^  4--^  —  ti.'=o; 

\P       V7 

puis  un  second  plan  perpendiculaire  k  ce  dernier. 
Un  pareil  plan  a  une  équation  de  la  forme 

y         z         ,      ,/_/ f 2^\  — 

ou  bien 

/  ^  V  9.  A:  î  H-  A*  I  —  /:  , 

<  -i  )  -  --7-  .r  -H  -— -  y  -h  — =:-  :;  -  |i.'  rr  o; 

1^  \fp  \/q 


(  ••^4  ) 

il  sera  perpendiculaire  au  plan  (3)  si 

1  -h  A'       I  —  A 


P  H 

ou 

\p     n)       \p     'ij  p  —  n 

Le  plan  (4)  ^  donc  pour  équation 

r         z         ,      p-^<]  f  y         ^        ixX 

sjp        sjq  P-'lKsJp        sJTj         V-   ) 

Le  point  a!  se  trouve  à  Tintersection  de  A'  avec  ce  pis 
Son  équation  s'écrit,  en  se  servant  de  A', 


(- 


/     P  -^^i       V-'  —  \^ 

fjL  —  Ut'  4- ^  2  X r-  =  <^î 

7?  —  ^  Ixja' 


OU,  en  divisant  par  fjt  —  f/', 


^ -'iX  — 

P  —  (J        V-V- 


1  —  ' 2  JC  j  =  O  . 


Multiplions  entre  elles  les  deux  conditions 

\\x  -\- p  —  <7=::0,       \'  \i.'  -^ p  —  q  =:o; 

il  vient  , 

XX'.  {jl|jl'=  {p  —  qy. 

Or 

XX'  =  -(/7-|-v); 

donc 

P  +  7 

et  Téquation  du  lieu  est 


p-^q  (p-^f/) 

p  —  'i  {p-'jy 


i-H2cr-- — '-  rr tts  —  <^» 


^  (p-  qy 


(  ï^5  ) 

Celte  équation,  jointe  à  celle  du  paraboloïde,  montre 
que  ce  lieu  représente  encore  une  hyperbole  dont  le  plan 
est  perpendiculaire  à  Taxe. 

Cherchons   maintenant  le    point  de    rencontre  des 
droites  A  et  B'.  Pour  cela  prenons  Téquatiou 


r 

• 


î^> 


avec  la  condition  X'/a.'  -H  /^  —  ^  =  o. 
Les  équations  de  A  donnent 


^P       \/<l 

avec 

d'où 

ll'  +  p  +  q       o, 

}>■'         ,   P       'J 

OU 


é*;^)"'*"=(é-^)<''-" 


ce  qui  s  écrit 

q                  p                 y            z 
2y-^^=: — 2z-^     ou     -^  H pr=iO. 

Ce  plan  coupe  le  paraboloïde  suivant  une  parabole  qui 
t^'sllelieu. 

On  voit  d'ailleurs  qu'en  opérant  avec  A'  et  B  on  ob- 
tiendrait le  même  lieu. 

Pour  calculer  les  longueurs  ah  et  a!h\  il  me  suffira 
«e  prendre  les  plus  courtes  distances  des  projections  des 
géuéralrices  sur  le  plan  desj^s;  car  les  plans  directeurs 
auxquels  les  génératrices  sont  parallèles  sont  perpen- 
diculaires au  plan  des  yz. 
Pour  avoir  ah^  je  prendrai  la  distance  du  point  (  :?  =  o, 


(  •■•>•«  ) 

j  =  Xy//ï)  à  la  génératrice  -^ ^  —  X'=r  o;  cVst 


s/. 


^'-^'    ^a-V)-^^'"' 


_  _j 


De  même,  pour  avoir  (^b\  je  prends  la  distance  du 

3  =  o,  j^^  r=z  [i^pj  à  la  droite  -^-^  H — p  — a'==o, 

V>        V  7 
ce  qui  donne 

1^    ^     m  — ■    ■      ■   ^  Il  • 

Le  rapport  est  donc 


a'  b'        [X  —  ix' 
Or 


î)  —  a 


r 


H-  —  !^'  =  —  iP  ""  "7)  U  —  ^  j  ' 

Donc  le  rapport  —j-p  est,  en  valeur  absolue, 

P_±l. 

il  est  donc  constant  quand  la  génératrice  A  se  déplace 
sur  le  paraboloïde. 

Comme  Ton  voit,  la  variation  de  ces  longueurs  ne  dé- 
pend que  de  \  —  X'.  Or 


(  '^7) 
donc 


A 


/?  -i-  7  _  À*  +  /?  4-  7 


Pour  étudier  la  variation  de  cette  quantité,  prenons  la 
dérivée;  c'est 

2X2— X2  — />  — 7     ou     X2— (/?-t-<7). 


Pour  1=  ^p-^  cj^  la  dérivée  est  nulle  ;  de  plus,  elle 
change  de  signe  en  passant  du  négatif  au  positif,  quand  X 
passe  par  cette  valeur  en  variant  de  o  à  -f- 00  5  donc  la 
fonction  passe  par  un  minimum. 

Pour  cette  valeur  de  X,  celle  de  la  prciniènî  longueur 

est 


/" 


et 
Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  A.  Leinekugel. 


SOLliTION  DE  LA  QIESTIOK  PROPOSÉE  POUR  LE  GONGOIRS 
D  ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  EN  1880; 

Par  m.  h.  LEZ. 


Soient  M  et  N  les  points  oit  Vaxe  des  x  rencontre  le 
cercle  x-  •+•  JK"^  =  /'-  ',  considérons  une  quelconque  des 
lijperboles  équilatères  qui  passent  par  les  points  M 
^^  N*  menons,  par  un  point  Q  pris  arbitrairement  sur 
l^e  cercle,  des  tangentes  à  l'hyperbole. 

Soient  A  et  B  tes  points  ou  le  cercle  coupe  la  droite 
V'"  joint  les  points  de  contact.  Démontrer  que,  des 
àeux  droites  QA  et  QB,  l/une  est  parallèle  à  une  direc- 


(  '«8  ) 
tionjlxe  et  l'autre  passe  par  un  point  fixe  P.  Le  point 
P  étant  donné,  l* bjperbole  correspondante  qui  passe 
par  les  points  M  et  N  est  déterminée  ;  on  construira 
géométriquement  son  centre,  ses  asymptotes  et  ses  som- 
mets. Si  le  point  P  décrit  la  droite  y  =  x^  quel  est  le 
lieu  décrit  par  les  J'ojers  de  l'hyperbole?  On  déter- 
minera son  équation  et  on  le  construira. 

Pour  qu*uDe  hyperbole  équilatère 

(  i)  œ^  -{-  2  hxy  —  J*  H-  2  g  y  -\-  ifx  +  /  =  o 

passe  par  ies  points  M,  N,  il  faut  que  le  triuôme 
a:^-f-  ^fx  -H  /  =  o  soit  vérifié  par  x  =  ±  r,  c'est-à-dire 
que  le  terme  en  x  soit  nul;  alors  /  =  —  r^,  et  Téqua- 
tîon  (i)  devient 

(2)  x^-\-  2hxy  —  y^-\-'^gy — r'=:o. 

Mais  la  polaire  d*un  point  Qd^i-,  v),  par  rapport  à  celte 
conique,  est  représentée  par 

si  le  point  Q  est  sur  le  cercle 

(3)  .r'-Hj':=rS 

on  a 

|jL=:rcosa,     vi=rsina, 

et,  pour  Téquation  de  la  polaire, 

r(cosa4-  h  sina)^  -+-  (/ir  ces  a  —  rûnaL->r  g)y 

-h  /-(^sina  —  r)  -=10, 

Or  cette  droite  rencontrant  le  cercle  (3)  en  deux  points. 
(A)  ^  =  rcosa,     j  =  — rsina, 

rcosa(r'—  r'^k^  —  g^)  4-  aAr»(r  sin a  —  g) 


X 


z'^-H  r*AM-é'*H-2^/(/iC08a  — sina) 

(B)   [ 

_  rsina(r*^^— -r*~>o-»)-f-  2r»(rAcosa  >4»;g-) 
V-    ""        /'-i- /•*/t*-l-,^*-+-2^/(/*cosa  —  sîiia) 
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on  trouve,  pour  Téquation  de  QA, 

X  =z  /:cosa, 
et,  pour  celle  de  QB, 

{hr-j- gcosoL)y  -\-  (r —  g  sina).r  —  {h  sina  -i-  cosa)r*=:  o. 

La  première  droite  est  donc  perpendiculaire  à  MN  et  la 

seconde  passe  par  un  point  fixe  V  Ix  = >  JT  =  —  )  5 

car  son  équation  peut  facilement  se  mettre  sous  la  forme 

y-j){^ir-^  g  cosa)  ~\x^  ^  j  (^  sina  —  r). 

Ce  point  P  est  le  pôle  de  MN  par  rapport  à  l'hyperbole 
équilatère  (2).  Lorsqu'il  est  donné,  l'équation  (2)  ne 
contient  plus  de  coefficients  variables  5  car  on  écrira 


(4)          ^2 

id 
c 

xy  - 

t. 

„       2  r^ 

_  y2  _| r  — 

eu  faisant 

d 

^2  /j       ^2 

j      —  —  c, 

g      g 

r^zzio, 


L  hyperbole  équilatère  est  donc  bien  déterminée.  Les  dé- 
rivées dx  -h  cy  =  r^^cx  —  dj  =  o  montrent  que  son 
centre  est  à  la  rencontre  de  la  polaire  du  point  P,  par 
rapport  au  cercle  (3),  avec  une  droite  passant  par  l'ori- 
gine 0  et  le  même  point  P.  Quant  aux  axes,  leurs  coeffi- 
cients angulaires  étant  donnés  par  l'équatiou 

du^  —  2  eu  —  <f  =  o, 
de  laquelle  on  tire 

c dz i/c^ -f-  d^        c  ±r 

"- d --d-' 

ils  sont  faciles  à  tracer;  d'ailleurs,  ils  sont  parallèles  aux 
bissectrices  des   angles  formés  par  les  droites  y  =  o^ 
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Connaissant  la  direction  des  axes,  on  a  celle  des  as 
ptotes. 

Or,  les  asymptotes  et  un  point  quelconque  M  o 
étant  donnés,  on  peut  déterminer  la  longueur  des  ; 
et  par  suite  les  sommets. 

En  décrivant  une  circonférence  sur  le  diamètre  Hî 
perpendiculaire  à  Taxe  trans verse,  on  a,  en  effet, 


Enfin,  si  le  point  P  doit  suivre  la  droite j  =  x,  il  : 
que  rf  =  c;  alors  l'équation  (4)  devient 

c    " 
En  l'identifiant  avec  l'équation  générale  aux  foyer 

( I  —  /n^)a:^  —  2 mnxy^ -h  ( i  —  n^)}'  —  2  ( a  -h-  înp ) x 

on  a  les  égalités 


() 


(5) 


I  —  ni^        n}  —  I         mn  2  (  a  -h  înp  ) 


f,i  ^2 


cC^-^np)  oi^-h^^  —  p 


2» 


c 


l'où 


a  a' 

pz=i et      —  /•*  fnn  =:  a^  -+-  3^  —  — -  • 

^  m  m* 

Cette  dernière  relation  entre  les  coordonnées  a  et  P 
foyers  permet  d'avoir  de  suite  le  lieu  demandé,  car 
égalités  (  5  )  on  tire  encore 


/n^^=-^ — — — )      /l*=:  ■: — — — ,      /n/i==p-— , 


ce  qui  fournit  deux  équations  différentes  : 


(.3.) 
1**  Celle  d'une  ellipse 

(6)  r^[\j2-\-i)  —  7}s/9.-\-^^[i-^s/^.)\ 

2**  Celle  d'une  hyperbole 

(7)  r2(v/2— l)=:a2y/2  — ?-(2  —  s/^) . 

Ces  deux  coniques  passent  par  les  sommets  d'un  carré, 
ont  leur  centre  à  l'origine  et  leurs  foyers  en  M,  N  ^  elles 
sont  donc  homofocales.  Quand  ic-^r^^  le  point  P 
est  à  l'extérieur  du  cercle  (  3  ).  les  foyers  des  hyperboles 
équilatères  décrivent  l'ellipse  (6);  par  contre,  ils  dé- 
crivent l'hyperbole  (7)  si  ac^  <^r^. 

Noie.  —  Solution  analytique  de  M.  Albert  Isay,  élève  du  lycée  de 
Nancy. 

'^î.  J.-B.  Pomeya  envoyé  une  excellente  solution  géométrique.  Nous 
^n  avons  d'ailleurs  déjà  publié  une  dans  le  Tome  précédent. 


SUR  L ÉQUATION  DE  HESSE  AUX  POISITS  D INFLEXION; 

Par  m.  CRETIN, 

Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée, Saint-Louis. 


En  vertu  des  identités  d'Euler  sur  les  fonctions  ho- 
niogènes,  si  deux  i'onctions  ont  des  dérivées  secondes 
respectivement  égales,  pour  un  système  de  valeurs  des 
variables,  les  fonctions  elles-mêmes  et  leurs  premières 
dérivées  sont  respectivement  égales  à  un  facteur  numé- 
rique près. 

Soit/(j:,j^)=  o  l'équation  d'une  courbe  algébrique-, 
l'équation  qui  détermine  les  points  d^nflexion  ne  ren- 
ferme que  les  dérivées  premières  et  secondes  de  la  fonc- 
tion/. 

Considérons  sur  la  courbe  un  point  de  coordonnées  x 
cij,  les  dérivées  secondes  de  la  fonction /"(rendue  ho- 


(  '^^  ) 

mogèiie)  pour  le  point  considéré,  et  la  conique  dont 
Téquation  est 

xv:.-H  2XY/:;,.+ Y^/;..  +  ^x  /:,  +  2Y/;,  -^/:«=o. 

Les  coefficients  sont  précisément  les  dérivées  secondes 
du  premier  membre,  au  facteur  2  près.  Donc  la  conique 
passe  par  le  point  considéré,  et,  pour  ce  point,  les  déri- 
vées premières  et  secondes  du  premier  membre  de  l'équa- 
tion de  la  conique  sont  égales,  à  un  facteur  constant 
près,  aux  mêmes  quantités  relatives  à  la  première  courbe. 
Donc  le  point  (jc^j)  sera  simultanément  un  point  d'in- 
flexion sur  la  courbe  et  sur  la  conique.  Or,  la  condition 
pour  que  le  point  soit  d'inllexion  surla  conique  est  qu'elle 
se  réduise  à  deux  droites.  C'est  donc  que  l'on  ait 

I  /"•'    Ax    /'■=  ! 

!  /:,■  fh  fU  ■  -  o. 

1 

j^5  /r-  y-'  ■ 


SUR  LE  TnÊOREME  DE  ROLLE ; 

Par  m.  J.  COLLIN. 


Dans  le  cas  où  il  s'agit  d'équations  algébriques,  K^e 
théorème  de  Rolle  peut  se  démontrer  de  la  manière  su^»- 
vante. 

Soient^  (  x)  =  o  l'équation  considérée  ;  ayb^c^...^ls  ^3S 
racines  réelles,  a  et  i  étant  deux  racines  consécutive^; 
^{x)  le  polynôme  relatif  aux  racines  imaginaires  ^t 
^{x)  le  quotient  dey  (x)  para:  —  a,  de  sorte  que 

f{x)-—{x  —  a){x  —  h)..,{x  —  l)  o{x)^=:{x  —  a)^{:x^)' 

D'après  un  théorème  bien  connu,  on  a 
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donc 

/'(a)  ==  (a  —  6)(a  — c). .  .(a  —  /)cp(a), 

et  de  môme 

f^b)^{b-a){b-c)...{b-l)^{b). 

Or,  C0(a)  et<p(i)  sont  de  même  signe;  tous  les  autres 
facteurs  de  J^{a)  et/'^[b)  sont  aussi  de  même  signe,  à 
l'exception  de  [a  —  b)  et  [b  —  a),  qui  sont  de  signes 
contraires.  Doncf^a)  et  f^[b)  sont  de  signes  contraires  ; 
donc  l'équation /^ (x)  =  o  admet  un  nombre  impair  de 
racines  comprises  entre  a  et  b. 

Le  théorème  de   Rolle  n'est  ainsi  qu'un   corollaire 
immédiat  du  théorème  des  substitutions. 


NORMALE  MEKÉE  A  UNE  CONIQUE  A  CENTRE  D  UN  POINT 

DE  LAXE  FOCAL; 

Par  m.  Ernest  LEBOîN. 


Problèmk.  —  Si  par  un  point  o  de  r  axe  focal  d'une 
conicfue  à  centre  c  on  mène  à  la  courbe  les  deux  nor- 
males égales  og  et  oh  et  une  peryendiculaire  oh  à  un 
diamètre  pq,  le  lieu  du  point  d* intersection  r  de  cette 
Perpendiculaire  et  du  diamètre  ij  conjugué  au  précé- 
dent est  la  droite  gh  qui  passe  par  les  pieds  des  deux 
normales. 

Prenons  les  axes  de  la  conique  pour  axes  coordonnés, 
yû  a,  en  désignant  par  d  la  distance  co,  les  équations 
suivantes  de  pq^  ij  et  ok  : 

b^  ce  I 

vi=;/z.r,      vr-. -1-,      y— (x~d^. 

a'' m  m 


(  i34  ) 

En  portant  les  valeurs  des  coordonnées  du  point  o 
dans  l'équation  de  la  normale  en  A,  on  trouve  que 
l'équation  de  hg  est 

L'abscisse  du  point  /*  ayant  aussi  cette  valeur,  la  pro- 
priété énoncée  est  vraie. 

applications.  —  i**  Pour  mener  d'un  point  c  de  Taxe 
focal  les  normales  égales  à  une  conique  à  centre,  on 
construit  les  deux  diamètres  conjugués  égaux,  et  Ton 
détermine  le  point  d'intersection  /•  d'un  diamètre  et  de 
la  perpendiculaire  à  l'autre. 

2°  Cette  propriété  permet  de  vérifier,  ou  mieux  de 
simplifier,  les  constructions  relatives  aux  parallèles 
limites,  minima  et  double  qu'il  faut  trouver  dans  l'épure 
du  problème  suivant  :  Construire  les  projections  de  la 
surface  de  révolution  à  axe  vertical  engendrée  par 
une  conique  à  centre  dont  l'axe  focal  coupe  l'axe  de 
révolution. 


CONCOURS  GÉKÉRAL  DE  1880. 


Mathématiques  spéciales. 

Sur  une  courbe  donnée  du  troisième  degré,  ayant  uii. 
point  de  rebroussement  O,  on  considère  une  suite  der 
points  A_/|,  A_(;j_jj,  •  •  •  •>  A_3,  A_i,  Aq,  A|,  A2,  •  •  -  ^ 
A,i_i,  A/i,  tels  que  la  tangente  en  chacun  de  ces  point!^ 
rencontre  la  courbe  au  point  suivant  : 

I*  Étant  données  les  coordonnées  du  point  Ao)  on  pro- 
~*8e  de  trouver  les  coordonnées  des  points  A_;i  A;,,  et 

■  déterminer  les  limites   vers  lesquelles  teudent  ces 
lu  ^land  l'indice  ;i  augmente  indéfiniment. 
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2°  Oa  demande  le  lieu  décrit  par  le  premier  point 
limite  lorsque  la  courbe  du  troisième  degré  se  déforme  en 
conservant  le  même  point  de  rebroussement  O,  la  même 
tangente  en  ce  point,  et  en  passant  constamment  par  trois 
points  fixes  P,  Q,  R. 

3"  On  étudiera  comment  varient  les  points  d'intersec- 
tion de  ce  lieu  et  des  côtés  du  triangle  PQR,  quand  les 
sommets  de  ce  triangle  se  déplacent  sur  des  droites  pas- 
sant parle  point  O. 

Philosophie. 

La  Terre  étant  supposée  sphérique,  on  considère  le 
point  M  de  la  surface  dont  la  latitude  est  égale  à  la  lon- 
gitude : 

1°  Déterminer  le  lieu  des  projections  des  points  M  sur 
le  plan  de  Téquateur^ 

2**  Déterminer  le  lieu  des  droites  AM,  A  étant  le 
point  de  l'équateur  à  partir  duquel  on  compte  les  lon- 
gitudes. 

Mathématiq  ues  élémentaires . 

I.  Résoudre  le  système  de  n  équations  à  n  inconnues  : 

Pî(^i-+-J^8-h. .  .-f-J7,;)-h  2.3  (x^-^-œ^-^. .  .4-x„)2=:  25  a% 

• t 

f|itJ^i4-^2-H.  •  .-hXn-i)-hn(n-f-i){j[ri-^x.2-h.  .  .-h J?«)^— (2/iH-i)2a^ 

II.  D'un  point  O  pris  dans  le  plan  d'un  cercle 
partent  quatre  droites  qui  coupent  sa  circonférence ,  la 
première  aux  points  a  et  «',  la  deuxième  aux  points  i  et 
*>')  la  troisième  aux  points  c  et  c]  et  la  quatrième  aux 
points  d  eld\ 

Prouver  que  les  sinus  des  moitiés  des  arcs  ac,  bd, 
ûrf,  ic,  a!c\  h'd'^  a!d\    Ud  sont  liés  entre  eux  par  la 
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relation 


.    ac   .    bd    .    ad    .    b  c 
sin —  sin —  sm sin- — 

'X  '2  x  2 

.    cb   .    da   .    d'y    .    a'c' 
sm —  sin —  sin sin  — 

2  2  2  2 


Rhétorique, 

I.  Aux  deux  extrémités  A  et  B  du  diamètre  AB  d'un 
demi-cercle,  on  lui  mène  deux  tangentes  ^  on  construit 
ensuite  une  troisième  tangente,  qui  coupe  les  deux  pre- 
mières aux  points  C  et  D.  On  demande  de  déterminer 
cette  tangente  de  manière  que  le  volume  engendré  par 
le  trapèze  ABDC  en  tournant  autour  du  diamètre  AB 
et  la  sphère  engendrée  par  la  révolution  du  demi-cercle 
autour  de  son  diamètre  soient  entre  eux  dans  le  rap- 
port de  m  à  i .  Discussion. 

II.  Révolution  sidérale  et  révolution  synodîque  de  la 
Lune.  Orbite  décrite  par  la  Lune  autour  de  la  Terre. 

Seconde, 

Sur  le  côté  BC  d'un  triangle  ABC  ou  sur  son  prolon- 
gement, on  prend  un  point  arbitraire  D.  On  fait  passer 
deux  circonférences,  l'une  par  les  points  A,  B  et  D, 
l'autre  par  les  points  A,  C  et  D^  soient  O  et  O'  les 
centres  de  ces  deux  circonférences.  On  propose  : 

1°  De  démontrer  que  le  rapport  des  rayons  de  ces 
deux  circonférences  est  indépendant  de  la  position  du 
point  D  sur  le  côté  BC  ^ 

2**  De  déterminer  la  position  que  doit  occuper  le 
point  D  pour  que  les  deux  rayons  aient  la  plus  petite 
longueur  possible  ; 

3"  De  démontrer  que  le  triangle  AOO'  est  semblable 
au  triangle  ABC  ; 
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4°  De  trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  M  qui  par- 
tage la  droite  OO'  dans  le  rapport  de  deux  longueurs 
données  m  et  n\  on  examinera  le  cas  particulier  où  le 
point  M  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  A  sur  00'. 

Troisième, 

I.  Par  les  deux  extrémités  d'une  droite  AB,  et  d'un 
ême  côté  de  cette  droite,  on  lui  élève  deux  perpendî- 
laires  AC  et  BD,  telles  que  Taire  du  trapèze  ABCD  ait 

ne  valeur  constante  donnée.  Du  milieu  E  de  la  droite 
on  abaisse  une  perpendiculaire  EM  suv  la  droite 
CD.  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  pied  M  de  cette  per- 
pendiculaire, quand  on  fail  varier  les  longueurs  des 
perpendiculaires  AC  et  BD. 

Même  problème  quand  les  lignes  AC  et  BD,  au  lieu 
d'entre  perpendiculaires  à  AB,  sont  parallèles  à  une 
droite  fixe  donnée. 

II.  Construire  un  quadrilatère  inscriptible,  connais- 
sant les  deux  diagonales,  Tangle  qu'elles  forment  entre 
elles,  et  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  quadrilatère. 
Discussion. 


NÉCROLOGIE. 


M.  Giusto  Bellavitîs  est  mort  à  ïezze,  près  de  Bas- 

sano,  le  6  novembre  i88o.  Son  nom  est  bien  connu  des 

ecteurs  des  Nouvelles  Annales,  et  tous  comprendront 

ue  c'est  une  grande  perte  que  viennent  de  faire  les 

iences  mathématiques,  en  Italie. 

Né  le  22  novembre  i8o3,  à  Bassano,  il  fit  par  lui- 
Tie  ses  études  ;  la  tournure  de  son  esprit  le  porta  sur- 
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tout  vers  les  sciences  mathëmaliques.  En  i84o,  il  fut 
admis  à  Tlnslilut  vénitien  -,  nommé  professeur  au  Lycée 
de  Vicence  en  1842,  puis  à  l'Université  de  Padoue  en 
1 845,  il  y  a  constamment,  depuis  lors,  enseigné  les  Mathé- 
matiques, et  il  y  avait  acquis  une  grande  renommée.  Il 
était  en  outre  sénateur  du  royaume  italien  et  conseiller 
municipal  de  Padoue. 

Les  premiers  travaux  qu'il  ait  publiés  remontent  à 
1826',  à  partir  de  cette  époque,  il  n'a  cessé  de  produire  un 
nombre  considérable  de  Mémoires  se  rapportant  le  plus 
souvent  aux  sciences,  mais  sans  négliger,  pour  ainsi  dire, 
aucune  branche  des  connaissances  humaines.  U  publiait 
aussi,  sous  le  titre  de  Riv^ista  di  Giornaliy  à  des  époques 
irrégulières,  un  Recueil  scientifique  des  plus  intéressants. 

Mais  son  principal  titre  de  gloire  est  l'invention  de 
la  méthode  des  équipollences,  dont  il  conçut  la  première 
idée  dès  l'année  i832,  et  à  laquelle  il  a  donné  ensuite 
de  grands  développements.  Ce  calcul  géométrique  nou- 
veau commence  à  être  connu  et  apprécié  aujourd'hui, 
après  être  longtemps  resté  dans  l' indifférence  et  l'oubli. 

L'écrit  dans  lequel  Bellavitis  a  publié  l'exposé  le  plus 
complet  de  sa  méthode  ,  Exposition  de  la  méthode 
des  équipollences  (i854),  a  été  traduit  en  français  par 
M.  Laisant  et  inséré  tout  d'abord  dans  les  Nouv^elles 
Annales,  Cette  traduction  a  paru  ensuite,  en  1874,  en 
un  Volume  édité  par  M.  Gauthier-Villars.  La  même 
année,  M.  Zahradnick  en  publiait  une  traduction  en 
langue  bohème. 

Ces  faits  montrent  que  la  méthode  des  équipollences 
se  répandait  en  Europe  au  cours  des  dernières  années  de 
l'inventeur.  Tout  fait  croire  qu'elle  sera  de  plus  en  plus 
appliquée  désormais  5  il  est  bien  probable  même,  et  c'est 
<m. même  temps  désirable,  qu'elle  finira  par  pénétrer 
dftM  l'enseignement. 
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Les  qualités  doiuinantes  de  Bellavitis  étaient  uti 
esprit  d'invention  très  curieux  et  très  droit,  et,  par- 
dessus tout,  une  préoccupation  minutieuse  de  la  clarté 
et  du  bon  sens.  Nous  savons  que  ses  leçons  étaient 
considérées  comme  tout  à  fait  remarquables ,  et  cela  est 
loin  de  nous  étonner,  car  on  sent,  rien  que  par  ses 
écrits,  combien  il  avait  souci  de  faire  passer  dans  Tesprit 
du  lecteur,  sans  difficulté,  sans  obscurité,  ce  qu'il  avait 
nettement  conçu  dans  le  sien. 

11  faut  ajouter  que  l'homme  fut  à  la  hauteur  du 
savant.  Très  fin,  très  bienveillant  et  très  juste,  il  était 
aimé  autant  qu'admiré  de  ses  élèves,  et  il  laisse  des 
regrets  universels,  d'autant  plus  vifs  que  sa  mort  était 
plus  imprévue. 

11  y  pensait  pourtant,  et  il  avait  fait  préparer  depuis 
quelques  années  des  Lettres  imprimées  ainsi  conçues  : 
«  Hier  a  cessé  de  xnvre  le  professeur  comte  Giusto  Bel- 
lamis,  sénateur  du  royaume,  Padoue ,  /<?........  » 

Détail  touchant  :  les  adresses  de  ces  Lettres,  destinées  à 
tous  les  amis  avec  lesquels  il  était  en  correspondance 
tabiiuelle,  avaient  été  écrites  de  sa  propre  main  5  il  ne 
voulait  pas  qu'ils  apprissent  par  d'autres  que  lui-même 
la  douloureuse  nouvelle. 

Bellavitis  laisse  derrière  lui  une  veuve  et  un  fils,  qui 
l'adoraient  autant  qu'il  les  adorait  lui-même.  Puissent 
les  sympathies  et  les  regrets  qu'inspire  la  mémoire  de 
celui  qu'ils  ont  perdu  adoucir  un  peu  leur  douleur  ! 

Un  Abowwé. 


CORRESPOi\DANCE. 


Le  numéro  de  décembre  1880  des  Nouvelles  Annales 
de  Mathématiques  renferme  une  très  intéressante  Di- 
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gression  historique  sur  les  quantités  négatives.  On  y 
voit  (p.  563)  que  le  mol  Algèbre  vient  de  l'arabe.  Je 
voudrais  vous  faire  une  simple  observation  orthogra- 
phique sur  la  transcription  dchebr  du  mot  arabe. 

Ce  mot  (  ^  )  est  composé  de  trois  lettres,  dont  la  première 
(le  djim)  représentait,  originairement,  l'articulation  de 
notre  g  devant  «,  o,  w^  mais  cette  lettre  s'est  adoucie 
par  la  suite  et  a  pris  la  valeur  du  g  italien,  c'est-à-dire 
celle  de  dj  français,  qu'elle  a  partout  aujourd'hui,  à  l'ex- 
ception de  quelques  contrées  orientales,  notamment 
l'Egypte,  où  elle  a  co'îiservé  sa  valeur  archaïque.  C'est 
avec  la  valeur  de  dj  que  le  djim  arabe  s'est  introduit 
dans  les  alphabets  persan,  turk  et  hindoustani. 

Les  Allemands,  ne  connaissant  pas  l'articulation  douce 
de  notre  y,  transcrivent  le  djim  des  noms  orientaux 
d'une  façon  fort  barbare  par  dsch  ;  ils  écrivent  donc  al 
dscliebr  au  lieu  de  al  djebr^  et  c'est  en  copiant  les  Alle- 
mands que  des  Français  écrivent  al  dchebr,  fort  à  tort 
puisque  nous  pouvons  rendre  exactement  le  mot  arabe. 
Les  Anglais  écrivent  tout  naturellement  al  jebr,  leurjf* 
ayant  exactement  la  valeur  de  la  lettre  arabe  (  rf/ ).  Il  y  a 
donc  une  singulière  méprise  dans  cette  phrase  :    «  Le 

nom  al  dchebr^  et  plus  tard  al  jebr »  Dchebr  est  une 

orthographe  tudesque,  et  jebr  l'orthographe  anglaise 
d'un  seul  et  même  mot  arabe  qui  n'a  jamais  varié  et  que 

nous  devons  transcrire  par  djebr. 

G*^  Parmentier. 

Extrait  d'une  lettre  de  M,  D.  Marchand, 

curé  de  Pantoise, 

J'avais  trouvé  depuis  longtemps  une  formule  permet- 
tant de  calculer  la  somme  des  cinquièmes  puissances 

*f^\  dont  la  première  lettre  à  droite  ^  équivaut  à  dj\ 
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des 71  premiers  nombres  eiitiers.  La  voici  : 

V    5         ^\'n(n-hi)(n-+-9.)        (n—  i){nY  (n -}-i)~\ 

^"='*1 6 ^ T. ^J- 

Aujourd'hui  même,  après  avoir  lu  les  développements 
donnés  (a®  série,  t.  XVIIl,  p.  4^9),  j'ai  voulu  savoir, 
jsialgré  mon  ignorance  de  l'Algèbre,  si  je  ne  pourrais  pas 
découvrir  une  autre  formule. 

Faisant  application  de  ma  méthode  de  décomposition 
clés  éléments  contenus  dans  un  quotient,  je  suis  arrivé 
jrapidement  au  résultat  suivant  : 


n(n  ■+■  i) 
ZJr^''=— 


rn(n~h  lY        2{n—  i)(n)(n-hi)(n^9.)l 

l        2         -^  Ï4  J 


Voici,  du  reste,  comment  j'ai  raisonné  : 

1®  On  sait  que  la  somme  de  deux  nombres  à  la  pre- 
mière puissance  divise  exactement  la  somme  de  ces 
mêmes  nombres  dans  les  puissances  impaires,  la  troi- 
sième, la  cinquième,  la  septième,  etc. 

2®  On  sait  également  qu'à  la  cinquième  puissance, 
comme  à  la  neuvième,  la  treizième,  la  dix-septième,  etc., 
les  désinences  des  nombres  sont  les  mêmes  qu'à  la  pre- 
mière puissance. 

3"  On  sait  encore  que  les  nombres  triangulaires,  en 
dernière  analyse,  se  forment  par  l'addition  successive 
des  nombres. 

M'appuyant  sur  ces  principes,  j'ai  tiré  rigoureusement 
les  conclusions  suivantes  : 

i^  n  divise  exactement  S/i^. 

2^  -^ divise  exactement  Sn^,  puisque  les  dési- 
nences de  la  cinquième  puissance  sont  les  mêmes  que 
celles  de  la  première  puissance. 

3^  La  division  de  S/z^  par  — ^^ étant  effectuée,  il 


m 


n'y  a  plus  <ju' 

quotient. 
4"  Or,  Jes  é 

suivanlR  : 
1  "  Le  carré 
2"  Deux  foi 

À-dire 


ce  <jui  doi 


JSote  relat 
page  57  de  ce' 
vaut  ; 

Lorsqu'un 
inscrit  et  cire 
reste  proporti 
sommets  les  ^ 
avec  la  circor, 

D'autre  paj 
vante,  qui  poi 

Lorsqu'un 
et  circonscrit 
moyennes  dis 
la  ligne  des  c 
la  surface  du 
de  ses  angles, 
cercle  inscrit  ^ 
signe  contraire 
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QUESTIONS. 


1359.  ABC  étant  un  triangle  donné,  on  le  coupe  par 
une  transversale  qui  détermine  sur  ses  côtés  ou  leurs 
prolongements  six  segments,  tels  que  le  produit  de  trois 
d'entre  eux  non  consécutifs  soit  constant  :  trouver  Ten- 
veloppe  de  la  transversale.  (Barbarik  .  ) 

1360.  Trouver  les  trajectoires  orthogonales  d'une 
droite  de  longueur  constante  uiobile  entre  deux  axes 
rectangulaires.  (Barbarin.) 

1361 .  Faire  voir  que  l'étude  des  variations  de  la  fonc- 
tion —, — r TT 7  peut  toujours  être  ramenée  àTétude 

a  £C^  -+-  o  X  -h  c'  ^  * 

des  variations  de  la  fonction  — ^ '■ >  dans  la- 

quelle  les  racines  a,  jî  dex^-{-px-h(j[  =  o  sont  réelles 
et  inégales  ^  que,  si  R(x)  est  le  reste  de  la  division  de 
Ax^  -h  Bx  -h  C  par  X'  -hpx  -h  çr, il  y  aura  un  maximum 

et  un  minimum  si  ^  o,  il  n'y  aura  ni  maximum 

■p  / -,\ 
ni  minimum  si  ^   ^   <^o,  il  n'y  aura  qu'un  maximum 

(pour  la  fonction  transformée),  si  R(^)  est  constant. 

Trouver,  en  fonction  de  a,  p,  R(a),  R(P),  les  valeurs 
de  X  qui  font  passer  la  fonction  proposée  par  un  maxi- 
mum ou  un  minimum  ? 

Dans  le  cas  où  a  et  ^  se  présenteraient  sous  la  forme 

-       ^    ,  peut-on  simplifier  les  calculs? 

(Hénet,  répétiteur  à  Bordeaux.) 
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MllYELLB  METHODE  D'INTÉGRATION  DB  L'ÉQUATION  DIFFÉ 
RENTIELLE  DES  LIGNES  DE  GOURDIIRE  DE  L'ELLIP 
SOJDE; 

Par  m.  a.  PICART. 


.t  v! 


1.  Soit  ^  -+-  Ç,  +  ^  =  I  (a*  >  i*  >  c»)    l'équation 

de  l'ellipsoïde.  L'équation  dîflerentîelle  des  lignes  de 
courbure  de  cette  surface  est,  en  posant,  pour  abréger, 

(i)      Kxy(^\ -^{x^~  Aj^—  B)  ^  —  œy  —  o. 

2.  Cette  équation  a  été  intégrée  pour  la  première  fois 
par  Monge.  Le  procédé  suivi  par  cet  illustre  géomètre 
consiste  à  différentier  cette  équation  pour  éliminer  les 

'  constantes  A  et  B.  Cette  élimination  de  deux  constantes 
exige  généralement  deux  différentiations  successives  5 
mais,  dans  ce  cas  particulier,  une  seule  différentiation 
permet  d'éliminer  à  la  fois  A  et  B,  et  l'on  obtient  l'é- 
quation du  second  ordre 

d^y       dy/    dy         \ 
qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

y  d^y       dy       dx      *    

X  dx^       dx         x'^ 

Le  premier  membre  est  la  dérivée  de  —  -^  ;  on  a  donc, 

Ann,  ^e  Hfatkémat.^  2^  sérient.  W.  (Avril  1881.)  lO 


(5) 
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par  une  première  intégration, 

Une  seconde  intégration  donne  immédiatement 
(4)  y^=:Cx^-ha. 

Reste  à  déterminer  une  relation  entre  les  < 
stantes  C  et  C,  par  la  condition  que  la  valeur  de  j  l 
de  (4)  satisfasse  identiquement  à  l'équation  (i). 

3.  Ce  procédé  d'intégration  s'applique  à  un  gi 
nombre  d'équations,  et  les  calculs  qu'il  exige  sont  g( 
ralement  simples.  Mais  il  faut  reconnaître  qu'il  esl 
peu  détourné  et  que,  faisant  dépendre  l'intégra 
d'une  équation  diflerentielle  du  premier  ordre  de  ( 
d'une  équation  d'ordre  supérieur,  il  semble  prendre 
choses  à  rebours  de  la  marche  naturelle. 

Ne  pourrait-on  intégrer  directement  l'équation 
sans  passer  par  la  différentiation?  C'est  ce  que  nous  r 
proposons  d'examiner. 

A.  Résolvons  l'équation  (i)  par  rapport  à  -^;  ilv 

dy_      (x^—  A  r^—  B)  -h  v/^*-h  2  A  x^y^-^  A^y  —  a  B  œ^+  ->.  ^ 
dx  iKxy 

ou 

iKxy  dy 

4-(;r2— Aj2_B4-y/j7*-H2A;r*r*4-Ay— 2Bj7*-1-2AB7^ 

Multiplions  cette  dernière  équation  par  x  et  posoi 

x^  =  w,     r*=  r, 
d'où 

IX  dx^:idu,     ir  dy  ^=.dv\ 
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nous  obtenons  ainsi 
2kudç 
+  [u-Xç  — B-hs/u^-hi  Auv -h  A.^i^^—2B  11-^-2  ABv-hB^)  du— o. 

Remarquons  que,  dans  cette  équation  ditférentielle,  les 
quantités  u  et  i^,  égales  respectivement  à  j?^  ^^J^'i  doivent 
être  regardées  comme  essentiellement  positives. 

On  reconnaît  aisément  que  les  coefficients  de  du  et 
de  di^  conservent  le  même  signe  pour  toute  valeur  posi- 
tive de  u  et  p».  La  chose  est  évidente  pour  le  coefficient 
i^dv]  quant  au  coefficient  de  du,  si  on  l'égale  à  o,  on 
obtient,  en  chassant  le  radical, 

4Aw(^=i  o, 

d'où  Ton  voit  que  le  coefficient  ne  s'annule  que  pour 
u  =  o  et  ^^  =  0^  il  conserve  donc  le  même  signe  pour 
toute  valeur  positive  de  u. 

Il  résulte  de  là  que  le  coefficient  différentiel  -7-  ou 

son  inverse  -j-  garde  constamment  le  même  signe.  La 

quantité  i^,  considérée  comme  fonction  de  m,  est  donc 
constamment  croissante  ou  décroissante;  il  en  est  de 
même  de  la  quantité  u  considérée  comme  fonction  de  v. 
En  d'autres  termes,  si  l'on  regarde  u  et  i^  comme  les 
coordonnées  d'un  point  dans  un  plan,  le  système  de 
lignes  que  représente  l'équation  (6)  est  tel  que  chacune 
de  ces  lignes  n'est  coupée  qu'en  un  point  par  une  paral- 
lèle à  l'un  ou  l'autre  des  axes  de  coordonnées. 

Cela  nous  conduit  à  examiner  si  l'intégrale  de  l'équa- 
tion (6)  ne  serait  pas  linéaire  en  i^  et  v',  de  la  forme 

ç  =1  hu  -h  k. 
Si  l'on  pose 


7)    z~u~kç^B-h\/u^-^2A  uç-i-k^ç^-^iBu  4-2AB(^H-B2 
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U 


droites  sur  le  plan  des   iiz.   Faisons  ^=  —  dans  l'é- 

^  m 

quation  (9)^  nous  obtenons,  en  divisant  par  u^  Téqua- 

tion 

(10)  u  —  2m(i/  —  kv — B)  —  [i^rn^Kv  =10, 

qui  représente  un  système  de  droites  dont  le  coefficient 
angulaire  est 

I  —  2m  I 

ou 


2/nA(i  —  2/n)  2/nA 

Le  produit  de  ce  coefficient  angulaire  par  m  est  bien 
égala -J^. 

Donc  Téquatîon  (to),  où  entre  une  constante  arbi- 
traire w,  est  Tintégrale  générale  de  l'équation  différen- 
tielle (6). 

Eti  remplaçant  dans  cette  équation  u  el  v  par  x^  et 
j*  et  2m  par  Ar,  on  obtient,  pour  la  projection  des  lignes 
de  courbure  de  Tellipsoïde  sur  le  plan  des  j?}*,  l'équation 
suivante 

^^'-+--77  =  7 :' 


ou 


.^2  Y^ 


BA-  B 


■=11 1 


k  —  i        A(A--i) 

qui  représente  des  ellipses  réelles  pour  les  valeurs  de 
A  supérieures  à  i,  des  ellipses  imaginaires  pour  k  positif 
et  plus  petit  que  i,  et  des  hyperboles  pour  h  négatif.  Le 
grand  axe  des»  ellipses  et  Taxe  transverse  des  hyperboles 
sont  dirigés  suivant  Taxe  des  x. 
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On  a  les  solutions  évidentes  u  =  o,  a  =  i . 
Faisant  A  =  i ,  on  a  : 

V  ~-  i'*+  3(^3-H  4<^*4-  2r  H-  I  =  (i^^-h  mr  -h  i)'; 
on  trouve 

niZZZ   1  ,        i'  ITL   —  I ,        M  zzi  o, 

2 

i'* H-  3 1^'  -f-  4  ^*  -^  2  r  H-  I  =1  ( i'*  4-  m^'  —  1  )*; 
m^= — I,      ^=1 — I,      a  =  o, 
3  4  I 

solutions  équivalentes  aux  précédentes. 

3« 

i'*  4-  3 1^'  4-  4  ^*  H-  2  r  -h  I  =:  ( i'^  H-  m^'  -h  /*)*  ; 
3  7  3  II 

4" 

^*  4_  3  (;3  _^  /J  j;î  _l_  2(>4-iz=:(m('*-r-  Wi'  +  l)-, 


/l  rzi;  I ,       m^=z  -y       ('  =  O,       W  =:  I 

2 


Faisons  maintenant  A  =  —  3,  d'où  A*  =  1 1  : 
V  =  (^*  —  1 3  i'^  H-  64  i'*  —  1 42  P'  4-  1 2 1 . 


1° 


t^*  —  1 3  i'^  4-  64  ^'^  —  1 42  (^  4-  1 2 1  =:  (  i^'  4-  m(^  -I-  1 1 )• 

i3      , 

7'      4i       8 

Il  II  II 


(  «33  ) 


2» 


t'*  —  1 3 i'3 -j- 64 i^- —  i42(^  -h  121  =  (^^2+  rriif  —  ii)', 

i3       228        128 
2         00  .  60 

71       1073         808 
1 1       027         027 
3° 
ç'' —  i3i»^-h64^^ —  i42P  H-  121  =  ((^*-f-  mv  -{-  /i)', 

i3        71      35       II 
2         II       8        8 

4" 

('^ —  i3(>^-i-  64^^ —  i42i'-l-  121  =:  {mv^-\-  fW -Y-  II)-, 

71  2703  763752  _  io3857 

Il  2x11'  219965  219905 

On  a  ainsi  les  solutions 

(0,1,1),    (1,1,1),    (3,  —I,   II),    (8,  II,   loi), 

(128,  35,  i336i),    (808,  —  627,  1 169340, 

(108857,  219965,  40176822841). 

Ces  solutions  en  feront  trouver  d'autres  indéfiniment, 
sans  autre  difficulté  que  la  longueur  des  calculs ,  à  me- 
sure que  les  nombres  augmentent. 

Ce  premier  calcul  donne  toutes  les  solutions  simples 
indiquées  par  M.  Lucas. 

2.  Résoudre  en  nombres  entiers  V équation 

^*  —  5  x^y^  -H  5  j*  =  ^^ 

U  suflit,  comme  plus  haut,  de  trouver  les  solutions  en 
nombres  premiers  entre  eux.  On  a  la  solution  évidente 

j  =  o,     X  --  I . 


(  >54  ) 

oc 
Divisant  par  y^    et  posant  —  =  m,   T équation   peut 

>  ^    •  ^ 

s  écrire 

W*—  5^^2-1-5=:  ^  HZ  ^'. 

On  aperçoit  immédiatement  la  solution  u  =  i ,  £  =  i . 
Pdsons  M  =  ç»  +  A  ^  il  vient 

(^^ -h  4Ap2 4- (6/i2— 5) <^2+ (4/i3— lo/i)^  4- 1  =  ^^ 
Faisons  A  =  i  : 

p*4-  4^^^-H  ^'*— 6^  +  1  — /^ 
1°  Posons 

m  =  2     donne     ^^  :=  —  2,     «^  nz  —  i, 
solution  évidente  a  priori; 

mm — 3     donne     v:=^i,     u:=i2, 
2"  Posons 

m=z2     donne     c  =  — 2,     w  := — i, 
/n  =  3  M         r  =:  —  3,     u=i  —  2. 

3°  Posons 

ç^*  -f-  4  ^'^  H-  ^*  —  6  r  -H  I  =:  (  (^2  _^  ^j  j,  _^  ,j  ^2  . 
/n=z2,       /iml,       (^=1  —  2,       11:=:  —  I. 

4"  Posons 

i>* H- 4 ^' -4- ^* — 6(^  4- I  =  (m^'-h  wp  H- i)*; 

/iizz  — 3,     /n  — —  4,     (^  — — -,     am— ^• 
Comme  le  signe  de  u  est  arbitraire,  on  a  les  solutions 


;^=zi,  2,  ^) 


(  »i^  ) 

ce  qui  donne  pour  Téquation  proposée  les  solations 

(l,0,  l),    (l,  K  l),    (2,  I,  l\    .1.3,  19-. 

Faisons  maintenant  A  =  2. 


i'^ 


2" 


m  n=  4>      i-  =^  —  4î      M  =^  —  2> 
4  4 

^,i  4.  8  (>3  _^ ,  g  j;î  _^  ,  2  i-  -1-  1  ^=  { i-s  —  /w  %'  —  I  r  : 

w  =  4>  i-  =  —  4»      w  =  —  2* 

3  II 

m  rzi  —  6,     i'  =^  y  >  «  =  -7-" 

4  4 

i'^  -H  8  (^*  4-  19  r*  4-12  r  -i- 1  =  (  i»*  —  /wi'  —  Il  )*  ; 

3  n 

/?it=z4»      /i=->       I2r-|- 1  =  I2r-r-  ->• 

2  4 

(^  =  00  ,       M  :iz:  oc  ,       V  =  O. 

4° 

t^*H-8ç^^-f-  igt^'-l- 12 ç'^  1  =  (/iir*-i-  /li*  —  i)*: 
^  17  88  202  _  , 

t^~Oy      m^=z -i       Ç=z^~y       U^=i-^r—y       ^=152479. 

2  57  37  '^ 

Ou  a  les  nouvelles  solutions 

(ii,4,79)>   (202,57,32479). 

3.  Trouver  tous  les  triangles  rectangles  en  nombres 
entiers  et  tels  que  le  carré  de  l'hjpoténuse,  augmente 
ou  diminué  du  double  de  l'aire  du  triangle,  soit  égal  à 
un  carré  parfait. 

Les  côtés  et  Taire  d'un  triangle  rectangle  en  nombres 


(  -54  ) 

OC 

Divisant  par  y*"   et  posant  —  =  m,   F  équation   peut 


s'écrire 


y' 

On  aperçoit  immédiatement  la  solution  u  =  i ,  £  =  i . 
Pdsons  u  =  ç'  +  /«  5  il  vient 

(^^-h  4/li^»+ (6/l2— 5)(^2-f-  (4/l3— io/i)(^  H- 1  =:  ^^ 

Faisons  h=i: 
I®  Posons 

m  1=  2     donne     v  ^=^  —  2,     w  ^=:  —  i , 

solution  évidente  a  priori  ; 

m^=z — 3     donne     r^rn,     w  =  2. 

2"  Posons 

t;^  _l_  ^  t;3  _^  ^2  —  6  ('  -f- 1  =:  (  f^*  4-  m%>  —  I  )'  ; 
m  :=z  2     donne     ('  =  —  2,     w  =  — i, 
/n  =  3  »         ('=11  —  3,     w  =:  —  2. 

3°  Posons 

v^-\-  l\v^-\-  v^  —  6  (^  -h  I  =z  (  c'  -r-  mr  H-  w )*  ; 

7ni=2,       /l=:l,       dn  —  2,       £/=:  —  I. 

4"  Posons 

i>^  4-  4  <^' H-  v^  —  6  (^  4-  I  =  ( mi>'  -h  /ip  -H  I )*; 

/ii=  — 3,     m=;~4,     cm—-,     w  =  — -. 
Comme  le  signe  de  u  est  arbitraire,  on  a  les  solutions 


W  =  I,  2,^, 


(  ï55  ) 
ce  qui  donne  pour  l'équation  proposée  les  solutions 

(i,o,  i),  (i,  I,  i),  (2,  I,  i),  (i,3,  19). 

Faisons  maintenant  A  =  2. 

m  =  4>     ^=^  —  4>     ^^=^ — 2, 

/7l=z6,       Ç^  = ^,       W=z ^,       -5—79. 


2° 


m  =  4»         î^^= — 4»      w  =  —  2, 
^3  II 

4  4 

i'^H-  8(^^-+- 19('2+  i2ç'-h  I  r=  ((;*4-  m^^ -f-  «)*  ; 

,  3  n 

2  4 

r  =z  00  ,     w  =  00  ,     y -=10, 

'i  — 0,    /n=ii ^)     (^zzi^-,     a=i-p— >     >s=:  52479. 

2  07  07  '^ 

Ou  a  les  nouvelles  solutions 

(11» 4, 79)»  (202,57,32479). 

3.  Troui^er  tous  les  triangles  rectangles  en  nombres 
entiers  et  tels  que  le  cairé  de  llijpoténuse,  augmente 
ou  diminué  du  double  de  Vaire  du  triangle,  soit  égala 
un  carré  parfait. 

Les  côtés  et  raire  d'un  triangle  rectangle  en  nombres 


{  '56) 
entiers  sont  donnés  par  les  formules 

œ—p^—q^,     y  —  ipq,     z=ip^-\-q^,     s—pq{p^  —  q^). 

11  faut  donc  que  l'on  ait 

(i)  p'*-\- ip^q  ~\- ip^q^ — ipq^-\-  q'*z=.  r^, 

p 
ou,  en  posant  *-  =  m, 


r« 


i"  11  suffit  de  chercher  les  solutions  de  Téquation  (1) 
eu  nombres  premiers  entre  eux,  car  tous  les  triangles 
semblables  jouiront  de  la  même  propriété. 

2°  Les  deux  solutions  i/  =  Tetu  = sont  équi- 

o  a  ^ 

valentes.  Si  l'on  écrit  la  valeur  de  u  de  telle  sorte  que  le 

numérateur  soit  plus  grand  que   le  dénominateur  eu 

valeur  absolue,    le    carré    de  l'hypoténuse  devra   être 

augmenté  ou  diminué  du  double  de  l'aire  du  triangle, 

suivant  que  cette  valeur  de  u  sera  positive  ou  négative. 

Cherchons  d'abord    une    solution  de  l'équation  (2) 

en  posant 

u'' -{- 2  u^ -\-  2  u^  —  2u  -h  iz=z:{u^-{-  mu  H-  I  )*  ; 
m  =  I     donne     uz=.  —  4>    /^  =  4>     7  =  i> 

a;  =  l5,     J^  =  8,      ^izzl^,      2Sz=z20f      z^ — 2^=:i3^; 

1  A  1     . 

m  izz.  —  I,     Mrzzy,      même  solution. 

4 
u* -\-  2  u} -\-  2  u^ —  2w  -f-  I  :=  (^mu}-\-  nu  -\-  i)*; 

/l  m  —  I ,      inz:^  -t      W  i^  —  4» 

2 

solution  déjà  trouvée. 

Soient,  en  général,  h  une  solution  de  l'équation  (2), 
/r2  le  résultat  de  sa  substitution  dans  le  premier  membre. 


(  '5;  ) 
Posons  M  ::=  ç'  -f-  A  ^  réquatîon  deviendra 

i'*H-(4A-H  2)p^-|-  (6A-4-6A  -h  2)(>* 

-h  (4 A» 4- 6 A2 4_  4^  __  2)  (^  +  A-2  -  ^2. 

Faisons  A  ==  —  4  • 


1° 


m  =r=  —  7,  t' =  4>      M  =  o, 

solution  inadmissible  ^ 

8q  IQI  17  j. 

"'  =  -73'     ''=-57'  "  =  -5ï'    ^  =  ^"'    *?  =  '"' 

j?=:24i5,     r  =  i768,  5^=2998,    -G- -f- 2  5=  3687'. 


2° 


Ç'*—  l4^^-+-  74^^'—  178^  4-  169  z:^  {{f^~\-  mv  —  18)^; 

120  52 

17  17 

solution  équivalente  à  la  précédente; 

m       80  2qq3 

—  — ô  J        t   —  ~Fâ~  > 
10  lOOO 

*/=:—  ygg^,      /?=rr3247,       </  =  l56o, 

i- 3^8109  409,      J=::  10  180740,       5  =  12976609, 

Z^-—  2  5=1  9286489'. 

25  17  I 

/W  =  — 7,       /l  =  — j        V=:-y-y       W=:y) 

244 

solution  équivalente  à  —  4- 


i 


(  '^'«  ) 

4" 

ç'*  —  i4t''4-  74^'*—  178^^  4-  169  =  (mc^-h  /ïc  H-  1 3)2  ; 

n  =:  —  89,       m  =:  — > 

2793476        2435081 44 

61675405  61675405 

07=1 5550468669341071 1,  y  ■=  29988226176196640, 

Z  =  6308774669623876 1 ,   -3*  —  2  5=  3 36399420687 2969^  . 

Les  mêmes  méthodes,  appliquées  aux  solutions  ob- 
tenues, en  feront  trouver  d'autres  indéfiniment. 

i.  Trouver  tous  les  triangles  rectangles  en  nombres 
entiers^  tels  que  le  carré  de  l'hypoténuse,  augmenté 
ou  diminué  de  l'aire  du  triangle,  soit  égal  à  un  carré 
parfait. 

En  adoptant  les  mêmes  notations  que  précédemment, 
l'équation  du  problème  est 

(i)  p''-\- p^q  -h  2p^q^ — pq^-^q^z=i  r' 

ou 
•    (2)  a*H- a'H-2a*— a-hi=:^'. 

La  méthode  précédente,  appliquée  directement  à  l'é- 
quation (2),  donne  la  solution 

Wnn — 8,      /?  rii:  8,       ^  :=  I , 

a:=i:63,    ji=i6,     -3  1=65,     5i=6o4,     -s*  —  5=:  61'. 

Posons  u  =  t»  -+-  A  ^  il  vient 

r*-+- (4/i  4-1)^3-+- (6^2-1- 3A -4- 2)P* 

4- (4^3  4- 3 A* +  4^—  i)v-^k^—tK 


(  »39  ) 
Faisons  A  =  —  8  : 


1" 


(,v_  3i  (;3  4_  362  (>2__  ,889^^ -H  6i«  =  (t'^-i- mt' +  6i)*; 

mr=z donne     r  =  8,     w  =  o, 

2 

qui  ne  donne  pas  de  triangle  \ 

1889  3839  65  488 

'^  =  -7^'     ^^^188-'     "=-488     ""     "  =  -6^^ 

a*  =1233919,     J^i=::6344o,     Xî  1=  242369,     ^2 -h  5  =  26721  I 


2 


2« 


ç,^__  3i  ç;3_^  362 (>2 — 1889 (^  H-  6i*=  (i>*-+-  mt'  —  61)*; 

3i  1008  488 

m=--,     i^--ë5->     ^^=-65-' 

solution  identique  à  la  précédente  \ 

1889  242369 

122  61288 

2/igd3d 
w  =  — -g^Tgg->    /?=:  249535,     ^  =  6i488, 

^  =:  5348694208 1 ,     j  ==  3o6868 1 6 1 60 ,    ^  =  66048490369 , 

;:2  — ^=:  5886437004 1^ 
3° 

t^*~  3i  ^'-t- 362 (^2_  1889 (^  4- 6i2  =  ((^24.  ;^j,  _^  ^)2^ 

3i  487  65  I 

2888 

solution  identique  à  m  =  —  8 . 

i^*-  3i  (^3-1-362  ç^2—  1889 (>  -4-  6i2  —  (/nç^2H-  nç;  4-  6i)2  ; 

1889       18 19687 
122         122' 

_  21 553073880    __  7778363o4 
2791363773        2791363773 


(   i6o  ) 
X  ■=.  71862323373564151 i3, 
y  =  43424481606 19629984, 
z—  8396290968997175945, 


y/^^^  5  =  9152048360162401489. 

Au  moyen  des  solutions  déjà  obtenues,  on  pourra  en 
trouver  d'autres  indéfiniment. 

5.  Trouver  tous  les  triangles  rectangles  en  nombres 
entiers,  tels  que  Vaire  du  triangle^  augmentée  des 
carrés  construits  sur  les  trois  côtés,  soit  égale  à  un  carré 
parfait. 

L'équation  à  satisfaire  est 
ou 

pq{p-^q){p-q)-^'^{p^  +  q^y^r\ 

Or,  dans  les  quatre  nombres  p,  q^  p  -h  q^  p  —  q^  il 
y  a  nécessairement  un  multiple  de  3,  et  il  n'y  en  a  qu'un 
seul,  puisque  p  et  q  sont  supposés  premiers  entre  eux  : 
le  premier  membre  de  Téquation  est  donc  de  la  forme 
3/w  -f-  2,  incompatible  avec  celle  d'un  carré;  il  en  résulte 
que  le  problème  proposé  n'a  pas  de  solution. 

On  voit  de  même  qu'il  n'existe  pas  de  triangle  rec- 
tangle en  nombres  entiers  tel  que  la  somme  des  carrés 
des  trois  côtés,  diminuée  de  l'aire  du  triangle,  soit  un 
carré  parfait. 


KOTE  SUR  LA  CARDIOIDB  ET  LE  LIMAÇON  DE  PASCAL; 

Par  m.  WEILL. 


Considérons  deux  circonférences  se  coupant  aux  points 
A  et  B.  Par  le  point  A  menons  une  sécante  quelconque 


(   '6i   ) 
rencontrant  les  deux  circonférences  aux  points  C  et  D, 
et  menons  en  ces  points  les  tangentes  qui  se  rencontrent 
en  M.  Lorsque  la  sécante  pivote   autour  du  point  A, 

l'angle  CJVID  reste  constant;  les  quatre  points  C,  M,  D,  B 
sont  sur  une  même  circonférence  qui  a  pour  enveloppe 
le  lieu  décrit  par  le  point  M.  Ce  lieu  est  une  cardioïde 
ayant  le  point  B  pour  point  de  rebroussement  ;  si  l'on 
mène  au  point  A  les  tangentes  aux  deux  circonférences 
données,  ces  deux  droites  déterminent  respectivement 
sur  les  circonférences  un  point  où  elles  sont  touchées  par 
la  cardioïde.  On  en  déduit  les  conséquences  suivantes: 

Théorème  I.  —  On  considère  deux  coniques  se  cou- 
pant e/i  A,  B,  I,  J.  Une  sécante  menée  par  le  point  A 
rencontre  les  coniques  enC  etï)\  on  mène  en  ces  points 
les  tangentes  qui  se  rencontrent  en  M  : 

I®  Le  rapport  anharmonique  de  quatre  quelconques 
des  cinq  droites  MC,  MD,  MB,  MI,  MJ  reste  constant 
(juand  la  sécante  tourne  autour  du  point  A . 

2°  Les  six  points  M,  C,  D,  B,  I,  J  sont  sur  une  même 
conique,  qui  a  pour  enveloppe  le  lieu  du  point  M. 

3"  Le  lieu  du  point  M  est  une  courbe  du  quatrième 
degré  ayant  les  points  B,  I,  J  pour  points  de  rebrous- 
sement  et  tangente  à  chacune  des  coniques  au  point  oii 
elle  est  rencontrée  par  la  tangente  menée  à  l'autre  au 
point  M, 

Théorème  II.  — Etant  donnée  une  courbe  quelconque 
du  quatrième  degré  possédant  trois  points  de  rebrous- 
sement,  par  un  point  A  de  son  plan  on  peut  mener 
deux  coniques  touchant  la  courbe  et  passant  par  les 
trois  points  de  rebroussement }  la  droite  qui  joint  le 
point  A  au  point  oii  l'une  des  deux  coniques  touche 
la-  courbe  est  tangente  à  l'autre  conique. 

Théorème  III. —  Etant  donnée  une  courbe  quelconque 

^im.deMathémat.,  a»  série,  t.  XX. (Avril  1881.)  I  I 


(  ^c^'-  ) 

du  quatricnie  degré  possédant  trois  points  de  rebrous- 
sèment  et  une  droite  quelconque  D,  les  quatre  points 
de  rencontre  de  cette  droite  D  a^^ec  la  courbe  et  les 
quatre  points  oit  cette  même  droite  est  touchée  par  les 
quatre  coniques  qui  passent  par  les  points  de  rebrousse- 
ment  et  touchent  la  courbe  se  correspondent  deux  à 
deux,  c'est-à-dire  que,  lorsque  les  coordonnées  d'un  des 
points  du  prender  groupe  sont  données,  celles  d'un 
point  du  deuxième  groupe  sont  des  fonctions  ration- 
nelles des  premières,  et  inversement. 

Pour  démontrer  ce  tliéorèine,  considérons  une  courbe 
du  quatrième  degré  ayant  M,  N,  P  pour  points  de  rebrous- 
sement,  prenons  sur  cette  courbe  un  point  K  et  tnenous 
par  ce  point  une  droite  D;  la  conique  qui  passe  par  les 
quatre  points  M,  N,  P,K,  en  touchant  la  courbe  considé- 
rée au  point  K,  rencontre  la  droite  D  en  un  second  point 
L;  la  conique  qui  touche  la  droite  D  au  point  L  et  qui 
passe  par  les  points  M,  N,  P  touche  la  courbe  considé- 
rée, en  vertu  du  théorème  précédent^  à  chaque  point  de 
rencontre  de  la  droite  D  avec  la  courbe  correspondra 
donc  une  conique  et  une  seule  touchant  la  droite  D,  pas- 
sant par  les  trois  points  de  rebroussement  et  touchant  la 
courbe.  La  proposition  est  donc  établie. 

Appelons  cercle  générateur  de  la  cardioïde  le  cercle 
variable  qui  passe  par  le  point  de  rebroussement  et 
touche  la  courbe. 

Théorème  IV.  —  Si  d'un  point  fixe  P  on  mène  les 
tangentes  à  la  série  des  cercles  générateurs  de  la  car- 
dioïde, le  lieu  des  points  de  contact  de  ces  tangentes 
est  une  courbe  du  sixième  degré  ayant  un  point  double^ 
au  point  P  et  trois  points  triples,  dont  deux  sont  le- 
ombilics  du  plan  et  le  troisième  est  le  point  de  rebrou^ 
sèment  de  la  cardioïde  ;  les  tangentes  en  ce  point  tripla 
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sont  la  droite  qui  joint  le  point  au  point  P  et  les  deux 
bissectrices  des  angles  formés  par  cette  droite  avec  la 
tangente  à  la  cardioïde,  La  courbe  du  sixième  degré 
est  unicursale. 

Pour  établir  ce  théorème,  il  suffit  de  remarquer  que 
le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  d'un 
point  fixe  P  à  un  système  de  coniques  ayant  pour  carac- 
téristiques [JL,  V  est  une  courbe  de  degré  [ji  -f-  v  ayant 
au  point  P  un  point  multiple  d'ordre  [x.  Or,  on  a  ici 

Théorème  V.  —  Etant  donnée  une  courbe  quel- 
conque du  quatrième  degré  possédant  trois  points  de 
rebroussementy  si  d'un  point  fixe  P  on  mène  les  tan- 
gentes à  toutes  les  coniques  passant  par  les  trois  points 
de  rebroussement  et  tangentes  à  la  courbe,  le  lieu  de 
leurs  points  de  contact  est  une  courbe  du  sixième  degré, 
unicursale,  ayant  un  point  double  au  point  P  et  trois 
points  triples  aux  trois  points  de  rebroussement  ;  les 
tangentes  en  chacun  des  points  triples  se  déterminent 
individuellement  ;  l'une  d'elles  passe  au  point  P. 

Théorème  VI.  - —  Etant  donnée  une  parabole  et  un 
point  P  dans  son  plan,  on  considère  une  tangente  quel- 
conque à  la  parabole  et  on  mène  un  cercle  tangent  à 
cette  droite  et  passant  par  le  point  P  et  le  foyer  de  la 
parabole',  le  lieu  des  points  de  contact  est  une  courbe 
du  troisième  degré  ;  toute  tangente  à  la  parabole  ren- 
contre cette  courbe  du  troisième  degré  en  trois  points 
cjue  l'on  peut  trouv^er  par  la  règle  et  le  compas;  en 
d'autres  termes,  l'équation  du  troisième  degré  dont 
dépend  le  problème  a  toujours  une  racine  commensu- 
rable. 

Une  propriété  analogue  se  trouvera  dans  tout  pro- 
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blême  où  il  s'agira  de  trouver  le  lieu  des  points  de  con- 
tact des  cercles  passant  par  deux  points  fixes  avec  un 
système  de  droites  ou  de  cercles  dont  le  mouvement  est 
déterminé.  Cette  remarque  est  susceptible  d'une  généra- 
lisation bien  plus  grande  et  donne  des  équations  dont  le 
premier  membre  se  décompose,  par  suite  d'une  propriété 
géométrique  qui  permet  de  distinguer  certaines  racines 
des  autres-,  on  ne  peut  pourtant  en  conclure  que  les 
points  qui  correspondent  à  ces  racines  décrivent  des 
courbes  distinctes. 

Théorème  VII.  —  Si  d'un  point  P  pris  sur  la  cardioïde 
on  mène  les  tangentes  à  l'un  des  cercles  générateurs, 
les  points  de  contact  se  déterminent  individuellement. 
Quand  on  considère  le  système  des  cercles  générateurs^ 
le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  du 
point  P  se  compose  de  deux  courbes  distinctes^  l'une  est 
le  cercle  générateur  qui  passe  au  point  V,  et  Vautre  est 
une  anallagmatique  du  quatrième  degré  ayant  un  point 
double  au  point  de  rebroussement  de  la  cardioïde. 

Théorème  VIII.  —  Par  un  point  Jixe  P  pris  sur  une 
parabole  et  par  le  foyer  on  mène  un  cercle  tangent  à 
une  tangente  variable  de  la  courbe  ;  le  lieu  des  points 
de  contact  se  compose  d'une  droite  et  d'une  conique  ; 
la  droite  est  la  tangente  au  point  P  à  la  parabole. 

Théorème  IX».  -—  On  considère  une  conique,  un 
.  triangle  circonscrit  ABC  et  un  point  fixe  P  pris  sur  la 
courbe.  Par  ces  quatre  points  on  fait  passer  une  co- 
nique tangente  à  une  tangente  variable  de  la  conique 
fixe  ;  les  points  de  contact  des  deux  coniques  qui  ré- 
pondent à  la  question  se  déterminent  individuellement 'y 
l'un  d'eux  décrit  une  droite  et  l'autre  une  conique. 

Théorème  X.  —  Etant  donnée  une  courbe  du  qua- 
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trième  degré  à  trois  points  de  rebrousseinent,  si  Von 
considère  une  conique  passant  par  ces  trois  points  et 
tangente  à  la  courbe,  les  points  de  contact  des  tangentes 
menées  d'un  point  P  de  la  courbe  à  cette  conique  se 
déterminent  individuellement  ;  lorsque  la  conique  varie, 
le  point  P  restant  fixe,  le  lieu  des  points  de  contact  se 
compose  de  deux  courbes  distinctes  ;  l'une  est  la  conique 
qui  passe  par  les  trois  points  de  rebroussement  et  touché 
la  courbe  au  point  P5  Vautre  est  une  courbe  du  qua- 
trième degré  ayant  les  trois  points  de  rebroussement 
pour  points  doubles  et  qui  est,  par  suite,  unicursale. 

Les  quatre  derniers  théorèmes  que  nous  venons  d'énon- 
cer, et  qui  découlent  de  la  même  propriété,  présentent 
Fexemple  remarquable  d'un  système  de  deux  points 
qu'aucune  propriété  géométrique  ne  semble  distinguer 
et  qui  décrivent  deux  courbes  entièrement  différentes; 
on  explique  facilement  ce  résultat  en  observant  que  la 
quantité  placée  sous  le  radical  carré  introduit  par  la  ré- 
solution de  Téquation  du  second  degré  dont  dépend  la 
question  est  un  carré  parfait  pour  une  position  conve- 
nable du  point  P;  ce  cas  se  présente  justement  quand  ce 
point  fixe  est  situé  sur  la  courbe  considérée;  le  double 
signe  du  radical  donne  alors  deux  courbes  différentes. 

Considérons  deux  circonférences  ayant  pour  centres  O  et  \ 
0',  et  un  point  M  ;  soientMA  et  MB  deux  tangentes  menées 
par  ce  point  aux  deux  circonférences.  Menons  les  droites 
OC,  O'C  respectivement  parallèles  à  AM  et  MB,  et 
joignons  CM;  cette  droite  rencontre  en  un  point  P  la  cir- 
conférence qui  passe  par  les  points  O,  C,  O'.  Ceci  posé, 
si  le  point  M  se  déplace  de  manière  que  Tangle  AMB 
reste  constant,  la  longueur  CM  sera  constante  etlepointP 
sera  un  point  fixe  ;  dès  lors,  le  point  M  décrit  un  limaçon 
de  Pascal aLyaiiil*i  point  P  pour  point  double  et  le  cercle 
OCCy  pour  cercle  directeur  ;  ce  résultat  est  bien  connu.   . 
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Si  l'on  mène  la  tangente  M'IV  au  cercle  O' qui  est  parallèle 
à  MB,  elle  détermine  sur  MA  un  point  M',  et  le  lieu  de 
ce  point  est  un  deuxième  limaçon  de  Pascal  ayant  pour 
point  double  un  point  Q  situé  sur  le  cercle  OCCy. 

Les  deux  points  P  et  Q  sont  tels,  comme  le  montre 
un  raisonnement  fort  simple,  que  l'on  voit  de  ces  points 
les  deux  circonférences  O  et  O'  sous  le  même  angle^  ces 
points  sont  donc  à  Tintersection  de  la  circonférence  OCCy 
et  de  la  circonférence  qui  a  pour  diamètre  la  droite  SS' 
qui  joint  les  centres  de  similitude  des  deux  circon- 
férences. 

Le  lieu  des  points  d'où  les  tangentes  menées  à  deux 
circonférences  font  un  angle  donné  a  se  compose  donc 
(lorsque  l'angle  a  est  bien  défini)  de  deux  limaçons.  Si 
l'angle  a  varie,  les  points  doubles  P  et  Q  des  deux 
limaçons  se  meuvent  sur  une  circonférence,  et  la  droite 
PQ  passe  par  un  point  fixe  ^  le  môme  résultat  a  lieu  si  les 
rayons  des  deux  circonférences  changent,  leur  rapport 
restant  constant.  Supposons  les  deux  circonférences 
invariables,  ainsi  que  l'angle  a^  le  limaçon  de  Pascal 
correspondant  et  ayant  le  point  P  pour  point  double  est 
doublement  tangent  à  chacune  des  circonférences,  et  les 
droites  qui  joignent  les  points  de  contact  se  coupent  sur 
Taxe  de  symétrie  de  la  courbe.  On  en  conclut  les 
théorèmes  suivants: 

Théorème  XI.  —  On  considère  une  circonférence 
variable  dont  le  centre  se  meut  sur  une  circonférence 
fixe  et  qui  est  vue  d'un  point  P  de  cette  circonférence 
sous  un  angle  donné  to^  cette  circonférence  a  pour 
enveloppe  un  limaçon  de  Pascal  ajant  le  point  P  pour 
point  double  ;  considérajit  deux  quelconques  de  ces  cir- 
conférences comme  fixes  ^  r angle  circonscrit  et  ayant  son 
sommet  en  un  point  quelconque  du  limaçon  sera  con- 
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stant;  la  circonférence  variable  est  orthogonale  à  une 
circonférence  fixe . 

Théorème  XU.  —  Un  cercle  doublement  tangent  à 
une  conique  et  dont  le  centime  est  sur  taxe  non  focal  est 
vu  d'un  foyer  sous  un  angle  constant  et  égal  au  sup- 
plément de  l angle  des  asymptotes. 

Théorème  XIII.  —  Le  lieu  des  foyers  des  coniques 
qui  restent  semblables  à  elles-mêmes  et  doublement 
tangentes  à  un  cercle  fixe  [la  corde  de  contact  étant 
parallèle  à  Vaxe  focal),  et  qui  sont  assujetties  à  une 
autre  condition  simple  quelconque,  est  un  cercle  con- 
centrique au  cercle  donné. 

Théorème  XIV.  —  Si  Von  considère  une  suite  de 
cercles  ayant  leurs  centres  sur  le  cercle  directeur  d'un 
limaçon  de  Pascal  et  doublement  tans^enls  à  cette 
courbe,  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes 
menées  d'un  point  P  du  plan  à  ces  cercles  est  une  courbe 
du  sixième  degré  ayant  pour  points  doubles  le  point  P 
et  le  point  double  du  limaçon  et  pour  points  triples  les 
ombilics  du  plan. 

Considérons  une  circonférence  O  et  le  limaçon  de 
Pascal  ayant  cette  circonférence  pour  directrice  et  un 
point  P  de  cette  circonférence  pour  point  double.  Con- 
sidérons la  circonférence  qui  a  son  centre  en  un  point  A 
de  cette  circonférence  et  qui  est  doublement  tangente  au 
limaçon.  Soit  ud  point  M  du  limaçon  situé  sur  le  rayon 
vecteurPM  qui  rencontre  la  circonférence  en  un  point  B. 
Menons  la  droite  AB  et  par  le  point  M  une  parallèle 
MC  à  cette  droite  5  MC  touchera  au  point  C  la  circon- 
férence A;  le  rayon  CA  rencontre  la  circonférence  O  en 
un  point  D.  Le  cercle  qui  a  pour  diamètre  MD  touche  le 
limaçon  au  point  M  et  passe  par  le  point  double  P  et  par 
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le  point  (le  contact  C  de  la  tangente  MC  menée  du  point 
M  au  cercle  A.  On  a  donc  les  théorèmes  suivants  : 

Théorème  XV.  —  Etant  donnée  une  circonférence 
ayant  soji  centre  sur  le  cercle  directeur  d'un  limaçon  de 
Pascal  et  doublement  tangente  à  la  courbe,  les  points 
de  contact  des  tangentes  menées  à  cette  circonférence 
par  un  point  M  du  limaçon  se  détermijient  indii^iduel- 
lement;  si  la  circonférence  "varie,  l'un  des  points  de 
contact  décrit  la  circonférence  qui  touche  le  limaçon 
au  point  M  en  passant  par  le  point  double,  et  Vautre 
décrit  une  anallagmatique  du  quatrième  degré. 

Théorème  XVI.  —  Etant  donnés  un  cercle  double- 
ment tangent  à  un  limaçon  de  Pascal  et  ayant  son  centre 
sur  le  cercle  directeur,  et  une  droite  D  tangente  à  ce 
cercle,  l'équation  du  quatrième  degré  qui  donne  les 
points  de  rencontre  de  la  droite  D  avec  la  courbe  a  une 
racine  rationnelle  en  fonction  des  coefficients. 

Théorème  XVII .  —  Si  Von  considère  un  point  A 
d*une  conique  et  un  cercle  C  doublement  tangent  à  la 
courbe  [la  corde  de  contact  étant  parallèle  à  l'axe 
focal)  ^  les  deux  cercles  qu'on  peut  mener  par  le  point 
A  et  le  foyer  F  tangentiellement  au  cercle  C  se  déter- 
minent individuellement  ;  le  point  de  contact  du  cercle 
C  avec  l'un  d'eux  se  trouve  sur  la  tangente  menée  par 
le  point  K  àla  conique. 

Le  théorème  que  nous  venons  d'énoncer  se  prête  à  un 
grand  nombre  d'énoncés  diflérents,  car  il  établit  une 
relation  entre  les  tangentes  qu'on  peut  mener  par  un 
point  à  une  conique,  les  foyers  et  les  deux  cercles  qu'on 
peut  mener  par  le  point  ayant  avec  la  conique  un  double 
contact,  la  corde  de  contact  étant  parallèle  à  Taxe  focal. 
On  a,  en  particulier,  les  théorèmes  suivants  : 
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Théorème  XV III. —  Le  lieu  des  foyers  d'une  conique 
tangente  à  une  droite  D  en  un  point  A  et  doublement 
tangente  à  un  cercle  C  (la  corde  de  contact  étant 
parallèle  à  l'axe  focal)  se  compose  de  deux  cercles 
passant  par  le  point  A  et  respectivement  tangents  au 
cercle  G  aux  points  où  il  est  rencontré  par  la  droite  D. 

Théorème  XIX.  —  Le  lieu  des  foyers  des  coniques 
doublement  tangentes  à  deux  circonférences  se  compose 
d'une  droite  et  d'une  circonférence,  pourvu  que  les 
cordes  de  contact  soient  parallèles  dans  les  deux  cir- 
conférences. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  il  suffît  de  remarquer, 
d'après  le  théorème  XII,  que  du  foyer  on  voit  sous  le 
même  angle  deux  circonférences  doublement  tangentes  à 
la  conique  et  ayant  leurs  centres  sur  Taxe  non  focal. 

CoQsidérons  deux  courbes  quelconques  et  un  angle 
AMB  formé  par  les  tangentes  MA  et  MB  menées  du  point 
M  aux  deux  courbes  5  lorsque  le  point  M  se  déplace, 
Tangle  AMB  restant  constant,  le  cercle  circonscrit  au 
triangle  AMB  a  deux  enveloppes;  Tune  est  le  lieu  du 
point  M,  car,  pour  mener  la  tangente  en  M  au  lieu  décrit 
parce  point,  on  peut  remplacer  les  deux  courbes,  dans 
le  voisinage  des  points  A  et  B,  par  ces  points  eux-mêmes  ^ 
pour  obtenir  le  point  de  contact  du  cercle  avec  sa 
deuxième  enveloppe,  considérons  les  cercles  O  et  O', 
osculateurs  aux  deux  courbes  en  A  et  B^  comme  le  cercle 
AMB  dépend  des  éléments  infiniment  petits  du  premier 
ordre,  la  recherche  de  son  enveloppe  ne  dépendra  que 
de  ceux  du  deuxième  ordre,  et  Ton  pourra  substituer  aux 
deux  courbes  leurs  cercles  osculateurs  ;  le  point  de  contact 
du  cercle  avec  sa  deuxième  enveloppe  est  donc  le  point 
double  P  du  limaçon  de  Pascal  qui  constitue  le  lieu  du 
sommet  d*un  angle  de  grandeur  constante  AMB  cir- 
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On  peut  envisager  le  problème  qui  consiste  à  trouver 
le  lieu  du  sommet  d'un  angle  de  grandeur  constante  cir- 
conscrit à  deux  circonférences  comme  un  cas  particulier 
du  problème  suivant: 

Trouver  le  lieu  du  sommet  d'un  angle  circonscrit  à 
deux  circonférences,  les  coefficients  angulaires  des  côtés 
étant  liés  par  une  relation  linéaire  par  rapport  à  cha- 
cun d'eux. 

Le  lieu  est  alors  du  huitième  degré  ;  il  se  décompose 
lorsque  Tangle  doit  être  constant  (on  a  alors  deux  lima- 
çons de  Pascal),  ou  bien  lorsque  Tangle  doit  avoir  une 
bissectrice  de  direction  constante.  Dans  ce  dernier  cas, 
Téquation  de  chacune  des  courbes  du  quatrième  degré 
qui  composent  le  lieu  prend  une  forme  remarquable  ; 
avec  des  axes  rectangulaires  convenablement  choisis,  cette 
équation  est 

Het  R  étant  des  constantes,  et  3  étant  la  distance  d'un 
point  du  lieu  à  un  point  fixe  situé  sur  Thyperbole  équî- 
lalère  qui  a  pour  équation 

acy  —  H^  ■=-.  o. 


SUR   UNE  QUESTION  DE  LICENCE^ 

Par  m.  E.  FAUQUEMBERGUE, 


D  après  M.  Catalan  [Noui^elle  Correspondance  ma^ 
^ihéaaiùjue,  novembre  1880),  la  solution  de  la  question 
publiée  dans  ce  Recueil,  2®  série,  t.  XX, 
simplifiée  de  la  manière  suivante. 

[nj^té,  remplaçons  C  par  —  et  ka^  par 


2C 
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entre  deux  tangentes  communes  menées   du  pôle ,  et 
dont  les  rayons  sont  dans  le  rapport  h. 


CORRESPONDANCE. 


Monsieur  le  Rédacteur, 

Voulez- vous  bien  me  permettre  de  vous  adresser 
quelques  observations  relativement  aux  questions  1324 
et  1296  et  aux  solutions  qui  en  ont  été  données  dans  le 
dernier  numéro  d'octobre.  Je  dirai  tout  d'abord  qu'en 
proposant  la  question  1324  je  demandais  une  démons- 
tration et  non  une  vérification,  qui  n'offrait  aucune  diffi- 
culté :  la  question  reste  donc  toujours  proposée. 

Quant  à  la  question  1296,  il  est  certain  que  M.  Rea- 
lis,  en  la  proposant,  a  voulu  offrir  un  exercice  de  vérifi- 
cation aux  jeunes  lecteurs  des  Annales ,  car  il  sait  aussi 
bien  que  personne  que  les  formules  qu'il  donne  sont  un 
cas  particulier  des  formules  générales  de  Caucliy  démon- 
trées dans  le  quatrième  cahier  des  Exercices  mathéma^ 
ti(iues.  Il  est  curieux  que  l'auteur  de  la  vérification 
arrive,  sans  y  faire  attention,  à  des  formules  plus  simples 
que  celles  de  Cauchy,  les  formules  (2)  (2®  série,  t.  XIX, 
p.  438),  qui,  après  la  suppression  du  facteur  commun 
^PQR,  sont  précisément  les  formules  (5i)  de  mon  Mé- 
moire (p.  4^8'^  1879).  L'identité  (3)  (p.  4^9)  se  trouve 
aussi  dans  le  Mémoire  cité  (p.  407  ;  1879).  Elle  estremar- 
quable  en  ce  qu'elle  donne  la  solution  d'une  question 
que  j'ai  proposée  autrefois  dans  les  Nouvelles  jinnalçs  : 
Trouver  six  nombres  entiers  x^j^  z,  x',j'^  z'  tels  que  ces 
nombres  satisfassent  à  l'un   ou  l'autre  des  deux  sys- 
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tknies 

j;a  _f-  ^3  _,_   -a  —  j,'a  +  y">  +  3'a,  j-y-  =  j;' y';  ; 

a;'  +  7»  4-  S»  =  y>  +  /'>  M-  ='S     x+y-^z  —x'  +/  + 

Lors  de  la  dernière  réunion  à  ïteîms  de  l'Associati' 
pour  l'avancement  des  Sciences,  j'ai  communîcjué  I 
formules  (5i)  à  M.  Sylvestcr,  qui  m'a  dit  les  avoir  tro 
vées  de  son  côté,  mais  étendues  au  cas  plus  général 
réqualion 
(1)  aX'4-&Y'  +  (/XYZ^cZ^. 

Voîcî    en    quelques    mots    une    démonstration   tri 
simple  : 

{x,j,z),  [x?yy',z')  étant  deux  solutions  de   l'éqi 
tien  (  i),  les  formules  de  Caucliy  donnent 

=  ^byf{xy'—yx')  —  Zcsz\xz'~zx') 

,  .    -^axa:'{yx—xy')  —  iczz'{Yz'-~zy') 

Z  =  ?,axx'{zz'-xz')  +  3ôxr'(=7'  -7=') 
1         +d(z^y'x'--J^xy). 

D'ailleurs,  des  deux  équations 

a^»+  by^  -\-  dxyz=  es',  ax'^  -j-  by"  -i- dx' y' z'  =  es 
on  tire 


Or  la  valeur  de  Y  se  déduit  évidemment  de  cellu  de  X 
en  permutant  x,  y  et  ûd ,  y,  et  comme,  par  ce  change- 
ment, tous  les  facteurs  de  X  restent  les  mCmes,  excepté 

î^y'z'  —  ^''^y^t  qui  devient  jt^'x' a'  — ^''xz,  on  a 


On  obvient  de  même 


Les  formules  (âi)  sont  donc  étendues  à  l'équation  (i). 

M.  Sylvester,  si  je  ne  me  trompe,  a  communiqué  sa 
démonstration  à  M.  Lucas  :  il  serait  intéressant  qu'elle 
fut  publiée. 

Veuillez  agréer,  Monsieur,  etc. 

Desboves. 


SOLUnU.VS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  KOUVEILES  ANNALES. 
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ces  six  plans  se  coupent  suivant  une  même  droite  (D) 
qui  rencontre  ç^' .  (Genty.) 

Un  point  est  donné  par  Jcs  rapports  a,  j3,  y,  o  des  aires 
des  tétraèdres  PpBC,  PpCA,  P  p  AB  et  PABC  à  Taire  de 
pabc.  Soient  a,  j3,  y,  S  les  coordonnées  de  p';  p,  g^  r,  o 
celles  de  d.  Les  coordonnées  de  «,  A,  c,  p  sont 

(1,0,0,0),    (0,1,0,0),    (o, 0,1,0)   et    (0,0,0,1). 

Alors  Téquation  du  plan  p  ab  est 

(0  ï 

celle  de  p'crf  est 


o; 


a, 


Pi 


ï 
Ti 


o      o 


0 


0, 


o 


/•     o 


o 


ou 


(2)  (/>Pi— 7«i)^  +  ^i(7a 

Le  plan  p'aè  est  représenté  par 

P  Y  0 
Pi  ïi  5, 
000 


-/>?)  = 


a 

«1 
I 


O 


o      o 


o 


ou 


(3) 

et  p  cd  par 


iiY  — Yiô=:o, 


a     p     Y     0 
0001 


o    o 


p    9 


o 


o 


un  o 


ou 


(4) 


qoL  — p^r=o. 


(  ^-1  ) 

Le  plan 

(^?,— <7a,)(YiO  — o,Y)-i- Y,o,(r/a  — /?p)  =  o 

contient  Jes  îiitersections  de  (i)  avec  (2)  et  de  (3)  avec 

(4).  Alors  c'est  un  des  plans  de  la  question.  II  y  en  a 
deux  autres  : 

(7ïi  — '•POC^IO  — ôia)-f-a,Oi(V^  — 7Y)  — o 
el 

Les  premiers  membres  de  ces  équations  s'annulent  par 
addition.  Alors  les  trois  plans  passent  par  une  même 

droite. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Moret-BIanc. 


Question  1313 

(Toir  »•  série,  t.  XVIII,  p.  335  ); 

Par  m.  s.  REALTS. 

Un  nombre  p,  (/ui  est  la  somme  de  n  cubes  entiers, 
étant  donné,  assigner  un  nombre  q  tel  que  le  produit 
p^(j  soit  la  somme  algébrique  de  n  cubes  entiers. 

Soit 

/^  =:  aj  4-  a»  H-  a^  H-  .  .  .  H-  a,^, 

t*l  posons 

Pj  =  2a5-f-3aj(a2 -h  aj  4-. .  .-h  aj)  —  (aj  H- a^  4-. .  .+ «3), 

• > 

P«=:  2aj4- 3a„(a2 -h  a2 -h  .  .  .  H- aj _  j) 

-(aî-ha|4-...-haJ_j), 

+  9[*i(a2  4- a2  4-  .  .  .  H-  aj)  4-  .  .  . 

+  a«(a?-i-  =^2-^  •  •  •-+■  «/Ui)]- 
^nn.deMathémat.,  2«  série,  t.  XX.  (Avril  i88i.)  12 
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Nous  aurons,  par  idontité, 

Note.  —  La  solution  donnée,  dans  le  numéro  de  septembre  de 
nier,  par  M.  Marcello  Rochetti,  ne  répond  pas  aux  termes  de  Ténonc 


Question  1342 

(voir  2*  série,  t.  XIX.  p.  144  et  479)  : 

Par  m.  a.  LEINEKUGEL. 

D'un  point  donné  M  on  mène  deux  droites  nor 
nia  les  à  un  paraboloïde  i  soient  a  et  b  leurs  pied  s  ^ 
le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  M  sur  l 
corde  ab  et  ^  le  conjugué  harmonique  de  cl  relativt 
ment  aux  points  a  et  b\  démontrer  que  le  point  ^  e.' 
sur   la  droite  menée  par  M  perpendiculairement 

l'axe. 

(Laguerre.) 

Soit  D  la  droite  d'intersection  des  plans  tangents  en 
et  en  i.  Par  cette  droite  D  menons  le  plan  diamétral  Dl 
conjugué  aux  cordes  parallèles  à  ai  et  le  plan  DQ  parai 
lèle  à  ab.  Ces  quatre  plans  forment  un  faisceau  harmo 
nique,  le  plan  Mab  les  coupe  suivant  un  faisceau  har 
monique  de  quatre  droites  et  les  perpendiculaires  abaissée 
du  point  M  sur  ces  quatre  droites  forment  aussi  a 
faisceau  harmonique.  La  proposition  s'en  déduit  imma 
diatement,  car  dans  les  paraboloïdes  tous  les  plans  dis 
métraux  sont  parallèles  à  Taxe. 

Note.  —  La  môme  question  a  été  résolue  par  M.  A.  Gentil,  élè 
du  Ivcée  de  Grenoble. 


(  '-y  ) 

Question  1344 

(  tolr  %•  série,  t.  XIX,  p.  433)  ; 

Par  m.  François  LAUDIERO, 
Élève  de  l'Université  de  Naples. 

Soient  A,  B,  C,  D  quatre  points  d'une  conique  [S) ^  et 
M  un  point  quelconque;  si  l'on  mène  les  droites  MA, 
MB,  MC,  RID  qui  rencontrent  de  nouveau  la  conique 
(S)  en  des  points  A',  B',  C,  D'  respectivement,  les  deux 
coniques  {M^  A^  B,  C,D),  (M,  A',  B',  C,  lï)  auront  la 
même  tangente  au  point  M.  (Genty.  ) 

Od  sait  que,  sî  deux  coniques  (p,  cp'  se  coupent  aux 
points  A,  B,  C,  D  et  si  Ton  mène  par  A,  B  respectivement 
deux  droites  qui  coupent  o  en  F,  G  et  <f'  en  F',  G',  les 
cordes  FG,  F'G  concourent  en  un  point  H  de  la  droite 
CD,  et  il  est  clair  que,  si  les  points  F',  G'  sont  infini- 
ment voisins ,  la  droite  FG  et  la  tangente  en  F'G'  à  la 
conique  cp'  se  coupent  sur  la  droite  CD. 

Cela  posé,  désignons  par  ^,  J^'les  deux  coniques 

(M,  A,  B,  C,  D),     (M,  A',  B',  G',  D') 

respectivement,  et  observons  que  pour  les  coniques  (S), 
'f,  qui  se  coupent  dans  les  quatre  points  A,  B,  C,  D,  la 
langente  à  la  conique  o  en  M  et  les  cordes  CD,  B'A' 
concourent  en  un  même  point.  De  même,  pour  les  co- 
niques (S),  o\  la  tangente  en  M  à  la  conique  ©'  et  les 
cordes  B'A',  CD  concourent  en  un  même  point. 

Donc  les  deux  tangentes  en  M  aux  coniques  cp,  zf 
coïncident,  et  les  coniques  cp,  cp' ont  conséquemment  la 
naème  tangente  au  point  M. 

^'ote.  —  La  même  question  a- été  résolue  par  MM.  Moret-Blanc; 
•^•Pisani;  N.  Goffart;  A.  Droz;  J.  Marchai;  II.  Herzog,  du  lycée  de 
^"«en;  E.  Pecquery,  élève  du  lycée  du  Havre. 


(    i8(>   ) 
Question  1348 

(  Tolr  a*  série,  t.  XIX,  p.  480); 

Par    m.    J.    BOUDÉNES, 

Elève  du  lycée  de  Grenoble. 

On  donne  une  parabole  P  et  on  propose  : 

I**  De  trouver  l'équation  du  cercle  C  if  ui  passe  par  un 
point  M  du  plan  et  par  les  points  de  contact  des  tan- 
gentes menées  de  ce  point  à  la  parabole; 

2°  De  troui^er  le  lieu  des  points  M  pour  lesquels  ce 
cercle  a  un  rayon  constant  ; 

3**  De  trouver  le  lieu  du  centre  de  ce  cercle  de  rayon 
constant; 

4°  De  démontrer  que  la  polaire  du  point  M  pai^ 
rapport  à  la  parabole  et  la  seconde  corde  d'intersec — 
tion  du  cercle  et  de  la  parabole  se  coupent  sur  un^ 
droite  déterminée.  (Barbirin.) 

1°  On  sait  que  les  cordes  d'înterseclîon  de  de 
coniques  à  axes  parallèles  sont  également  inclinées  s 
les  directions  de  ces  axes.  Dès  lors,  si  nous  prenons  po 
origine  le  foyer  de  la  parabole  et  pour  axe  des  x  l'a 
de  cette  courbe,  son  équation  sera 

(i)  y*  —  2px-hp^y 

et,  si  a,  j3  sont  les  coordonnées  du  point  M,  la  polaire 
ce  point  sera  représentée  par  l'équation 

(2)  ^y  —  p{oi-\-  x)-hp^  =  o,    • 

Toute  conique  passant  par  ^intersection  de  la  droit 
précédente  et  de  la  parabole,  et  ayant  un  axe  parallèl^^ 
à  celui  de  cette  dernière,  aura  par  suite  une  équation  d^  ^ 


(  '8'  ) 
la  forme 

Pour  que  ce  soit  un  cercle,  il  faut  d'abord  que 

_   /»'  +  r- 

el,  pour  que  ce  cercle  passe  par  le  point  M, 

P(P  —  a) 

L  équation  de  ce  cercle  est  donc 

j  ^2  +  j2  _  1:^  (^2  +  ps)  _^  îir  (^  ._  a) 

(3)         I  ^  p    '^  p     '^ 

2"  Son  rayon  a  pour  valeur  la  distance  du  centre  au 
point  M.  Le  lieu  du  point  M  pour  lequel  ce  cercle  a  un 
l'ayon  constant  est  donc,  a,  p  étant  les  coordonnées 
^'Curantes, 

OU 

^■cjualion  du  quatrième  degré  qui  représente  une  courbe 
passant  par  les  points  cycliques.  Elle  devient,  si  Ton 
transporte  l'origine  au  point  x  =-  —  p  sur  l'axe  des  x, 

» 

3°  Les  coordonnées  du  centre  du  cercle  de  rayon  R 
t'iani  devenues ,  par  la  transformation  précédente  de 
coordonnées, 

P  "  P 


(   -8^^  ) 
le  lieu  de  ce  centre,    pour  R   coustanl,    a  donc  pour 
équation 

obtenue  par  rélimination  de  a,  ^  entre  la  condition  (4) 
et  les  équations  (5).  Ce  lieu  représente  une  courbe  du 
troisième  degré  passant  encore  par  les  points  circulaires 
à  l'infini. 

4^*  Les  deux  cordes  d'intersection  du  cercle  (  3  )  et  de 
la  parabole  (i)  étant 

^y—p{oL-\-j[')-^p^=zo 
et 

?y-^p^-^p{p  —  ^)  —  o, 

ou  voit  aisément,  en  les  retranchant,  que  le  lieu  de  leur 
point  d'intersection  est 

J?  m  G, 

et  que,  par  suite,  ces  deux.droites  se  coupent  toujours 
sur  l'axe  des  x,  c'est-à-dire  sur  la  perpendiculaire  à 
l'axe  menée  du  foyer. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  H.  Lez;  Moret- 
Blanc;  Baron,  élève  du  lycée  Henri  FV;  G.  Lambiotte,  élève  de  TÉcole 
polytechnique  de  Bruxelles;  E.  Fauquembergue;  A.  Geneix-Marlin ; 
J.  Netter,  élève  du  lycée  de  Nancy. 


Question  13S3 

(Tofr  T.*  série,  t.  XIX,  p.  528); 

Par  m.  J.-B.  DELAGOURCELLE, 

Enfant  de  troupe  au  SS"  de  ligne,  à  Tarbes. 

Soient  ABC  un  triangle  donné,  Af ,  Bi ,  C|  trois  points 
pris  sur  les  côtés  de  ce  triangle  et  tels  qu'on  ait 

AiC~m'     B,A  ""///''     C,B~^' 
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l'aire  du  triangle  A^  B|  C|  est  égale  à  taire  du  triangle 
ABC,  multipliée  par 

W l" -\- mm' m" 


(Genty). 


{l-\-m){i  ■^m'){l"-^m") 


Les  deux  triangles  A  B|  C|  et  ABC,  ayant  un  angle  égal , 
sont  entre  eux  comme  les  produits  des  côtés  qui  com- 
prennent cet  angle.  On  a  donc 


AB,Ci  _  ACi  X  AB, 
ABC    ~"  ABxAG 

AC, 


X 


AC,       ABt 
AB  ^  ÂG 
AB, 


ou  bien 


AC,-hBC,       AB,-f-CB,' 


(0 


ABC 


r 


ni' 


" ..-' 


l'm 


jt  ^  // 


l'-^m"       l'-hm'       {l"-^m"){l'-^m') 


On  obtient  de  la  même  manière 


(2) 

(3) 
Or  on  a 


BA,C, 
ABC 

CA,B, 


Ini" 


'  {l'-^m')(l-hm) 

rm 

ABC"  ~  (/'-+- m')(/-h//0* 


A,B,Ci=:ABC-ABiCi~BAiC,~CAiBi. 

En  portant,  dans  cette  identité,  les  valeurs  de  AB,C|, 
^A,C|,  CAiB,  tirées  des  égalités  (i),  (2),  (3),  on 
trouve,  toute  réduction  faite. 


A,B,C,n:ABCx 


ll'l 


un 


mm'  m" 


(l-\-m)(l'-i-m'){l"-hm") 


Aote.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  L.  Robert,  à 
Montreuil  (Seine);  Choudadow,  de  Strawropole  (Caucase);  A.  Droz, 
«Porreniruy  (Berne);  H.  Lez;  K.  Fauqucmbergne,  maître  répéti- 
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leur  au  lycée  de  Saiiil-Queiiliu;  K.  Pisani,  professeur  à  Vlm 
royal  technique  de  Messine;  J.  Boudènes  et  Désiré  Giroud,  élèv( 
lycée  de  Grenoble;  E.  Pecqucry  et  É.  Chrétien,  élèves  du  lyce 
Havre. 


Question  1356 

(Toir  2*  série,  t.  X\,  p.  48); 

Far  mm.  E.  PEGQUERY  et  É.  CHRÉTIEN, 

Élèves  du  lycée  du  Havre. 

Il  y  a  trois  cubiques  passant  par  huit  points  doi 
et  tangentes  à  une  droite  menée  par  Vun  de  ces  poi 

(E.  G.). 

L'équation  générale  d'une  cubique  contenant  i 
paramètres  variables,  si  Ton  exprime  que  la  cub: 
passe  par  buit  points  donnés,  on  aura  buit  relations 
détermineront  buit  des  paramètres  en  fonction  du  i 
vième  au  premier  degré.  L'équation  générale  de  h 
bique  ne  /contiendra  donc  finalement  qu'un  seul  p 
mètre  variable  au  premier  degré. 

Si  maintenant  on  rapporte  la  cubique  à  des  a 
dont  la  droite  donnée  est  Taxe  des  x,  et  l'orîgiri 
point  donné  sur  cette  droite,  pour  j^,=  o  on  a  d'al 
.r  =  o,  puis  deux  autres  racines  données  par  une  é< 
tion  du  second  degré  en  fonction  du  paramètre  vari 
qui  y  entre  au  premier  degré. 

On  exprimera  que  la  cubique  est  tangente  à  1 
des  X  en  écrivant  que  cette  équation  du  second  d 
en  j:  a  ses  deux  racines  égales,  ce  qui  donne,  en  gén< 
une  équation  du  second  degré  pour  déterminer  le  \ 
mètre  variable,  ou  en  exprimant  que  x  =  o  est  racîu 
cette  équation,  ce  qui  donne  une  équation  du  prei 
degré  pour  déterminer  le  même  paramètre.  Donc 


(  ^^'^  ) 

général,  il  y  a  ti*ois  valeurs   pour  ce  paramètre,  et  par 
suite  trois  cubiques  satisfaisant  aux  conditions  données . 

Note,  —  M.  Devvulf  fait  remarquer  que  le  ihéorèmc  peut  èlre  géné- 
ralise ainsi  : 

Dans  un  faisceau  de  courbes  de  l'ordre  n,  il  y  a,  en  général, 
î{n—  1  —  S)  courbes  tangentes  à  une  droite  qui  passe  par  S  points 
de  la  base  du  faisceau,  en  des  points  autres  que  ces  S  points. 

On  peut  énoncer  un  théorème  analogue  où  la  droite  quefcouque  est 
remplacée  par  une  courbe  de  l'ordre  m. 
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QUESTIONS. 

1362.  On  donne,  sur  un  plan  :  un  point  o,  une  cii 
conférence,  les  extrémités  a,  b  d'un  diamètre  de  cetl 
courbe  et  un  aulre  diamètre  D.  On  demande  de  déte 
miner,  sur  la  circonférence,  uu  point  m  tel  que  L 
droites  ma,  mb  intercepteut,  sur  D,  un  segment  vu,  d 
point  o,  sous  un  angle  droit.  (Majvnheim.) 


1363.  On  donne  une  ellipse:  on  prend  le  triangle «t 
formé  par  les  deux  tangentes  ca,  cb  à  cette  courbe  < 
le  corde  de  contact  ah,  et  Ton  détermine  un  point  i 
d*où  Ton  voie,  sous  des  angles  droits,  les  côtés  d 
triangle  abc.  Quelle  est  la  surface  lieu  des  points  te 
que  m,  lorsque  Ton  prend  tous  les  triangles  analogu( 
l\  acb?  (Mannheim.) 


/ 


(  'i)'<  ) 


REMARQUES  SUR  LE  THÉORÈME  DE  STUR»; 

Par  m.  CANDÉZE, 

Elève  de  l'Erole  Polytccliniquc. 


Considérons  une  équation  enlière  et  formons  pour 
^^tte  équation  les  fonctions  de  Sturm,  que  nous  désî- 
gr>^€rons  par  V,  \| .  . . . ,  V,|. 

On  aura 


JN'ous  supposerons  que  V,|  est  une  constante,  c'est-à-dire 
ï'^^^e  V  et  Vi  sont  premiers  entre  eux. 

Remarquons  que,  lorsque  V  =  o,  V^Q,  =¥2,  c'est- 

^  —  ^5ire  que  QiVg  a  le  signe  de  V^.  Le  polynôme  QjV, 

J'^^xiit  donc,    relativement   au    polynôme  V,  des    pro- 

I^^^'iétés  de  V,  sur  lesquelles  est  fondé  le   théorème  de 

f^€3lle,  c'est-à-dire  qu'entre  deux  racines  réelles  de  V  se 

^*-*^Juve  au  moins  une  racine  de  VoQi .  Cette  remarque,  en 

I^  ^rticulier,  nous  donne  un  moyen  de  séparer  les  racines 

^    xine  équation  du  troisième  degré  par  des  nombres  com- 

^*^^nsurables .  En  eilet,  Q^  et  ¥2  sont  tous  les  deux  du 

ï^ï^emier  degré,  et  leurs  racines  séparent  les  trois  racines 

i^x  polynôme  considéré  (  si  1(î  polynôme  a  ses  trois  ra- 

^*  nés  réelles). 

Cela  posé,  supposons  que  V=opour  une  certaine 
^  ^leur  de  X  ;  on  a 

-^nn.de  Mathémat.y  ^"  série,  t.  XX.  (Mai  1881.)  l3 


(  M)1  ; 

Portons  dans  la  seconde  équation  la  valeur  de  \\  ;  on 
aura 

(•V)  V,(i-0,0,)z=-V3, 

ce  qui  nous  montre  que  V3  (QiQj  —  i)  jouit  encore  des 
mêmes  propriétés  que  V^ . 

Tirons  V3  de  (2'),  et  portons  sa  valeur,  ainsi  que  celle 
de  V2,  dans  l'équation  (3)^  elle  deviendra 

(:v)  v,9,  =  Y,((,),Q2-,)Q3-v„ 

c*est-à-dire 

Vtl(,o,Q,-i)Q3-(,),]  =  \\. 

■Vous  continuerons  de  munie  jusqu'à  la  dernière  équa- 
tion . 

Or  remarquons  que  les  facteurs  successifs  de  Vj 
dans  les  diverses  équations  que  nous  obtenons  ainsi  ne 
sont  autres  que  les  numérateurs  des  réduites  successives 
de  la  fraction  continue 


v'3-  . 


On  le  yérifi(î  faciltîment  pour  les  premières  réduites, 
et  l'on  en  déduit  sans  peine  la  loi  générale. 

Je  dis  qu(î  les  numérateurs  de  ces  réduites  jouissent 
des  mêmes  propriétés  que  les  fonctions  de  Sturui. 

I**  Deux  fonctions  consécutives  ne  peuvent  pas  s'an- 
nuler en  môme  temps,  car  pour  cela  deux  fonctions  con- 
sécutives de  Sturm  devraient  s'annuler. 

2**  Lorsqu'une  fonction  s'annule,  les  deux  fonctions 
qui  la  comprennent  sont  de  signes  contraires. 

En  eilet,  les  numérateurs  de  trois  réduites  consécu- 
tives de  la  fraction  continue  sont,  comme  on  le  verraw 


(  HP  ) 
facilemeut,  liés  par  la  relation 

3*^  Considérons  d'abord  la  fraction  continue  comme 
ayant  pour  dernier  quotient  Q^^i.  Si  Ton  désigne  par 
P(«-_i)  le  numérateur  de  la  réduite  correspondante,  on  a 

lorsque  V=  o. 

V«  est  positif  ou  négatif.  S'il  est  positif,  la  suite 

Pi  n'étant  autre  que  Qi,  P2  que  Qi  Qo —  i ,  .  . . ,  jouit 
des  mêmes  propriétés  que  la  suite  de  Sturm,  puisque  le 
dernier  terme  est  une  constante  et  que  ?(/;_«.)  jouit  des 
mômes  propriétés  que  V^ . 

Si  Y,i  est  négatif,  ce  sera  la  suite 

V,   — P(/t-i)>   — P(rt-2)>    •••»   — Pi>   — ï 

qu'il  faudra  conserver. 

Dès  lors,  il  suffira  de  substituer  x  dans  Qi ,  Qo,  . . .  et 

de  former  les  réduites  successives,  ou,  pour  mieux  dire, 

Jeurs  numérateurs.  On  pourra  se  dispenser,  d'ailleurs, 

de  substituer  directement  dans  V  la  valeur  de  x.  En 

ciTet,  remarquons  que 

v_ ^ 


Qn-i  V 


//  -  1 


Alors  rj-  sera  la  dernière  réduite  de  cette  fraction  con- 

*^tie;  V  sera  donc,  au  signe  près,  identiquement  égal 
^^    numérateur.  On  déterminera  ce  signe  une  fois  pour 


(  '9«) 
toutes,  et  Ton  aura  alors  une   suite  dans  laquelle  les 
substitutions  seront  plus  aisées  que  dans  les  fonctions  de 
Sturm. 

Qi,  Q2,  . . .  sont  des  fonctions  dont  les  coefficients  ne 
sont  pas  en  général  entiers,  ceux  de  V  étant  supposés 
entiers;  dans  les  opérations  successives  que  l'on  fait, 
on  rend  les  coefficients  entiers  en  multipliant  par  des 
nombres  convenables  et  toujours  affectés  du  signe  -h. 

On  devra  alors  modifier  la  fraction  continue. 

Supposons  que  Ton  ait  multiplié  la  première  identité 
V  =  V^Q|— Vapara: 

aV=raViQi-aV2.=zViQ;-V;. 

Continuons  l'opération  : 

v,  =  v;q,-V3. 

Supposons  qu'il  faille  multiplier  encore  par  [i  : 
On  a 

?^  -  0'  -  —  -  0'  -  -L  -  0' ^ 

V'  v  ^^       v 


^  3 


On  continuerait  ainsi,  et  l'on  voit  que  Ton  obtient  une 
fraction  continue  où  toutes  les  fonctions  auront  leurs  * 
coefficients  entiers  et  dont  les  réduites  jouiront  encore 
des  propriétés  démontrées  plus  haut. 

Nous  donnons  ci-dessous  un  calcul  des  fonctions  pour 

l'équation 

j?^  —  6œ^  -^  ua:  —  6  =  0; 
on  a 


6x  —  o 

X  —  2 


(  ^97  ) 
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SUR  U  GONSTRllCTIOX  DE  L4  NORMALE  DANS  IIN  CERTAIN 
MORE  DE  GÉNÉRATION  DES  GOIRBES  PLANES; 

Par  m.  Maurice  D'OCAGNE, 

Elève  (le  l'Ecole  Polytechnique. 


Considérons  dans  un  plan  deux  courbes  fixes  (/?)  et 
{p\)'  Soient  mp  une  normale  à  la  courbe  (/^),  mp^  une 
normale  à  la  courbe  {p\)-i  rn  leur  point  de  rencontre-,  si 
nous  posons  mp  =.  p,  mpi  =  pi ,  le  lieu  [m)  du  point  m 
sera  dé6ni  par  une  relation  de  la  forme  F(p,  p^)  =  o. 

Proposons-nous  de  construire  la  normale  en  un  point 
m  de  la  courbe  (  /w  ) . 

Soient  a  et  a^  les  points  où  cette  normale  est  coupée 
par  les  normales  aux  enveloppes  des  droites  mp  et  mpi^ 
c'est-à-dire  par  les  perpendiculaires  aux  droites  mp  et 


nipi^  aux  points  e  et  ei,  centres  de  courbure  des  courbes 
(p)  et  (pi  )  respectivement  relatifs  aux  points  p  et  p^ . 

Pour  un  déplacement  infiniment  petit  du  point  m^ 
on  a,  d'après  un  principe  connu  de  Géométrie  cinéma- 
tique (*),  en  appelant  ^9  et  d^i  les  angles  de  contingence 


^  )  Manmoeih,  Cours  de  Géométrie  descriptU'e,  p.  6o3. 


('   i()8  ■) 
respectifs  des  enveloppes  nip  et  /;//?(, 

d'où 

,    ,  dp  coL.di) 

(i)  — 


dpi        6^1  a,.  ^/O^ 

Mais,  le  déplacement  infiniment  petit  du  point  /; 
représenté  par  d[m)^  on  sait  que  (*) 


et  de  même 
d'où  il  résulte  que 

d  m)       moL.d^). 

d(m)       ni'x^.d^X' 
dO        moLi 

ddi         nioL 

La  relation  (  i  )  d 

evicnt  donc 

dp        eoL.moLi 

dpi        eoLi./noL 

ou 

(2) 

r/p         sinco 

dpi       siiitoi 

Or    on  a,    par    différentiation    de    léquation 

courbe , 

Fp  dp  +  Fp,  <:/pi  —G, 
d'où 

dpi  F;' 

et,  par  comparaison  avec  la  relation  (2), 

sinto  Fp, 


smo),  r. 


De  là  la  règle  suivante  : 

On  porte  respectivement  sur  mp  et  sur  mpi  di 


('j  MCnic  Ouvrage,  même  pape. 
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gueurs  propoHionnelles  à  F^  et  F^^  ;  sur  les  droites  ainsi 

obtenues  on  construit  un  parallélogramme  :  la  diago- 

nale  de  ce  parallélogramme  passant  par  le  point  m  est 

la  normale  cherchée. 

Il  y  a  lîeu  de  [faire  la  distinction  suivante  :  en 
supposant  Tune  des  longueurs  ci-dessus  désignées  con- 
stamment portée  dans  le  sens  de  m  vers  p^  il  faudra  por- 
ter l'autre  dans  le  sens  de  m  vers  p^  ou  en  sens  contraire, 

suivant  que  le  rapport -^t sera  negatit  ou  positii,  parce 

que,   dans  un  cas,  les  angles  to  et  coi  doivent  être  comptés 
en  sens  inverses,  et,  dans  Tautre,  dans  le  même  sens. 

Gomme  cas  particuliers  de  ce  théorème  général,  on  à 
les  tliéorèmes  de  Joacliimsthal,  proposés  par  M.  Frenet 
dans  son  Recueil  d' Exercices  sur  le  Calcul  infinité- 
simczi,  p.  33. 

Il  est  aisé  de  voir  que  la  courbe  dont  l'équation  en 
cooF'données  bipolaires  est  la  même  que  l'équation  de 
la  Courbe  (^m)  rapportée  aux  courbes  [p)  et  [p^  )  sera 
tangente  à  celle-ci  au  point  m,  si  l'on  prend  pour  pôles 
l^s  j^oints  p  et  p^  correspondant  à  ce  point  m. 

Faisons  une  application  de  ce  qui  précède.  Supposons 
qu on  prenne  pour  courbes  fixes  un  point  et  un  cercle, 

et  pour  équation 

p  — K.pi  — o, 

1^  étant  une  constante.  La  courbe  ainsi  définie  est  un 
ovale  de  Descartes  (  '  )^  comme,  dans  ce  cas,  on  a 

^^  par  suite 

— -   IV  . 


^  )    Souvelles  Annafcs,  :^*  série,  l.  \l\,  p.  'i  *''^' 


(     SiOO    ) 

on  voit  facilement  quelle  est  la  construction  de  la  nor- 
male par  application  de  la  règle  générale. 

Appelant  p  le  point  lîxe,  p^  un  point  de  la  circonfé- 
rence fixe,  m  le  point  correspondant  de  l'ovale,  on  voit, 
d'après  la  remarque  faite  plus  haut,  que  le  cercle  ayant 
pour  diamètre  la  distance  des  points  conjugués  harmo- 
niques qui  divisent  le  segment  pp^  dans  le  rapport  K 
est  tangent  à  l'o\^ale  considéré  au  point  m. 

Je  terminerai  cette  Note  par  quelques  théorèmes  sui 
la  lemniscate  qui  résultent  des  principes  précédents. 

L'équation  de  cette  courbe  en  coordonnées  bipolaires 
est 

??i  - 1^- 
Par  suite, 

et 


siii(i>  p 


d'où  Ton  conclut  facilement  que  ; 

La  normale  en  un  point  d\ine  lemniscate  est  symé- 
trique de  la  droite  qui  joint  ce  point  au  centre  de  l( 
courbe  par  rapport  à  la  bissectrice  intérieure  dt 
l' angle  formé  par  les  rayons  vecteurs  du  même  poijit 

Il  est,  de  plus,  aisé  de  démontrer  que,  dans  le  triangh 
rectangle,  la  hauteur  et  la  médiane  issues  du  somme 
de  l'angle  droit  sont  symétriques  par  rapport  à  la  bissec 
trice  intérieure  issue  du  même  sommet. 

On  arrive  sans  difficulté,  par  la  combinaison  de  cett 
proposition  avec  le  théorème  précédent,  au  nouvea- 
théorème  que  voici  : 

Les  points  dune  lemniscate  où  la  tangente  est  para 
lèle  à  taxe  des  foyers  sont  sur  une  circonférence  cou 
centrique  à  cette  courbe  et  passant  par  les  foyers. 
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ItmRQDE  SUR  LE  CENTRE  DE  COMPOSITION  DlIN  SYSTÈME 
DE  FORCES  QUELCONQUES  DANS  LE  PLAN; 

Par  m.  Maurice  D'OCAGNE. 


Comme  complément  à  ma  Note  Sur  la  composition 
des  forces  dans  le  plan  (*),  je  ferai  remarquer  que  le 
moyen  le  plus  simple  de  déterminer  le  centre  de  com- 
position est  le  suivant. 

On  construit    un  polygone    funiculaire   quelconque 
ayant  ses  sommets  respectivement  sur  les  diverses  forces 
données.  La  ligne  d'action  de  la  résultante  du  système 
passe  par  le  point  de  rencontre  des  côtés  extrêmes  de  ce 
polygone  funiculaire  et  est  parallèle  à  la  somme  géomé- 
trique des  forces  considérées. 

On  fait  tourner  toutes  les  forces  du  sjfstème  du  même 

augle  autour  de  leurs  points  d'application.  On  construit, 

comme  précédemment,  la  nouvelle   ligne  d'action.  Le 

point  de  rencontre  de  ces  deux  lignes  d'action  est  le 

centre  de  composition  cherché. 


QUESTIONS  D  ANALYSE  INDÉTERMINÉE  PROPOSEES 
PAR  M.  EDOUARD  LUCAS ^ 

(  Toir  %*  aérie,  t.  XIV,  p.  52G  ); 

Par  m.  MOUET-BLANG. 


*  .    Si  {oc^y^z)  représente  une  solution  en  nombres 
^^iticrs  de  l'éffuation  indéterminée 


^'  >   Nouvelles  Annales,  n"  série,  t.  XIX,  p.  n'y  (mars  1880). 


(     '2i}'2    ) 

on  obtient  une  nouvelle  solution  à  l'aide  des  étfuations 

X       Y       Z 

.f  V         z 

AX.r^  -i-  H  Y  y'  -\-  CZz'  —  n. 
De  ces  deux  dernières  équations  on  tire 


X 


/ 


j[;{Cz'^—  Br-*)       ,v(  A.r^—  Cv»)     "  z(  Uy'—  \.v') 


--./, 


A"  étant  un  nombre  quelconque. 

En  remplaçant  X,  Y,  Z  par  les  valeurs  déduites  de  ce 
relations  dans  l'équation 

A  X^  4-  H ys  4-  C  YJ  -i  3  D  XYZ  ^-  o, 

on  obtient  Téquation 

kx'^iGz^—  By^-^By^X.r^—Cz^Y-t-Cz^ihr''—  .\./-^V* 
4-  3bjryz\Cz^—  B  y""  )[\.r^—Cz'' )(  H  y^    -  \,r^  )  - 

qui  doit  être  satisfaite  en  vertu  de  Téquation  (il. 

En  effet,  si  Ton  élimine  D  entre  ces  deux  équations 
on  obtient  l'identité 

(Aa?«4-B.r«-u-G:;«—  BCv':;=^—  \C.r^z^—  AB-r^) 

car  le  dernier  facteur  est  identiquement  nul. 

2.  Si  (x,j^,  2),  (Xi^yi^  Zi)  désignent  deux  solution 
distinctes   de   Véqualion  précédente,    on   obtient  ut 
nouvelle  solution  à  l'aide  des  équations 


X      Y     Z 

jc       Y      z 

•^1     .^1     "^i 


—  0, 


AX.r,^•,^    lO  rr,    r- (IZj-s,  .    o. 


I 


(    2()3    ) 

De  ces  deux  dernières  équations,  on  tire 

X 

C(z^j:;iZi —  z'^jc-z)  -H  H{  >'^ri  >'i  —  •i'yri) 
Y  

z 


::A- 


Si  entre  les  équations 

A  j;^  H-  B  r^  +  C  :;^  -f-  3 D .rj'^  =  o, 
AX^-t-  BY3-4-  GZ3+  3DXYZ  =  (), 

A^J  H-  B  l'i  4-  C^î  +  3D^ij>*i  ^1  =:  o. 

OTX  élimine  D,  ou  a  les  deux  équations 

A(j:'3.r,rix;,  —  .x^xyz)  4-  B(  v^a^iViZi—  r\jryz) 

-^-C{z^.riyiZi  — zlxyz)  =o, 

A(.r3XYZ  —  X^.ryz)  +  B(  r^XYZ  —  Y^,ryz) 

-^C{z^XYZ  —  Z^xyz)—o. 


Ton  élimine  un  des  coefficients  entre  ces  deux 
dernières  équations,  après  avoir  remplacé  dans  la  der- 
uièt-e  X,  Y,  Z  par  les  valeurs  trouvées  plus  haut,  on 
^l^tîcint  une  identité-,  donc  Téquation 

AX3-^  BY3  4- GZ^-f- 3DXYZ=i  o 

^^t   une  conséquence  des  autres. 

o  •  L' équation  biquadratique  x^  —  ^j^  =  i  a  pour 
^^lution  en  nombres  entiers  a:  =  3,  j)^  =  2,  et  nen  a 
f^^^s  d'autre. 

Il  est  évident  que  j  doit  être  pair  et  x  impair. 

Je  rappellerai  d*abord  que  tout  carré  impair  est  égal  à 
*^'^ît  fois  un  nombre  triangulaire  plus  i .  Dans  ce  qui  suit, 
*^  lettre  t  désignera  toujours  un  nombre  triangulaire. 


(  'M  ) 

Cela  posé,  réquatîon  peut  s'écrire 

Les  deux  facteurs  x^-f- 1  et  x-  —  i  ayant  pour  plus 
grand  commun  diviseur  2,  et  x^-i-  i  étant  de  la  forme 
8/n-|-2,  il  faut  que  le  premier  soit  le  décuple  ou  le 
double  d'un  carré  impair,  et  le  second  le  double  ou  le 
décuple  d'un  carré  pair. 

i"  Soient 

d'où 

a72=z8o^-l-9=i4«.i6^'4-24«-M. 

La  comparaison  de  ces  valeurs  montre  que  l'on  doit 
avoir  w  =  i ,  d'où 

^2  =  80  ^  +  9  =:  64 ^'  -h  9. 

x^ — 1  est  un  multiple  de  8  par  un  nombre  impair; 
les  deux  facteurs  .r  -f-  i  et  x  —  i  seront  donc  l'un  le 
double,  l'autre  le  quadruple  d'un  carré  impair.  Soient 

X  -h  1  =  MSt" ^  i)  -321' -h  ^, 

X  —  l  =  2{St"'-h  l)  =  16^'"-+-  2, 


d'où 


x  =  32f"4-3  =  i6r+3. 


Il  faut  qu'on  ait  il"  =  i"'^  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu 
comme  je  l'ai  démontré  (question  1180),  qu'en  faisa 
t"z=z  o,  t"'^==.  o,  d'où  jc  =  3,  yz=2^  solution  admissibl 
avec  f  =  o,  îf=  o •,  ou  bien  t"=  3, 1"'=  6,  d'où  x  =  gc 
ce  qui  donne  pour  t^  une  valeur  fractionnaire  :  ceti 
solution  est  donc  inadmissible. 

Si  l'on  posait 

^ -h  I  =3  2(8^1^  i)  =  16^1 -h  2, 

X  —  Ii=:4(8^2-f-l)^==32^2^4> 


(  2o5  ) 
il  en  résulterait 

valeurs  incompatibles, 
a**  Posons  maintenant 

;r*-4-i  =  2(8^H-i)  =16^4-2, 
De  la  première  équation,  on  tire 

ce  qui  exige  que  i!' -=.  aï,  et,  par  suite,  f  =  o,  i^=o, 
a:  =  i ,  j^  =  o,  solution  admissible  \  ou  bien  ï  =  3,  i''= 6, 
ce  qui  donne  x^  ==  49^  valeur  qui  ne  satisfait  pas  à  la 
seconde  équation. 

Les  seules  solutions  en  nombres  entiers  positifs  sont 

donc 

^  =  1,    y~=^o    et    J7  =  3,    ^=12. 

4.  Z«   différence   de  deux   cubes  consécutifs  ri  est 
jamais  égale  à  un  bicarré. 

De  Téquation 

3^*  H-  3a:  -h  i  =  ^* 
on  tire 


x  = g 


Il  faudrait  donc  que  4^* —  i  fût  le  triple  d'un  carré, 
et  J'on  aurait,  en  remarquant  que  z^  est  de  la  forme 


3/iz  .^+^1 


'  2^«+ 1  =  3^2— 3(8^4-1)  =  24^-^-3, 
d'où 

^2  =  12  ï -h  I  ru  4^' 4- 1  =  8r  4- 1 , 

^^  Sl^^i  exige  que  l'on  ait 

t'zizo,       t"^:^0,       t:=:Oy 


('     nyC)     ) 

(Voù 


::  ^rr:  I  .       ./•  rr^  o  ; 


tfz=z  6^  l"=z  3  doiinerait  t  =  :>.,  inadmissible,  puisque  2 
n'est  pas  un  noinl)re  triangulaire. 

Done  la  dljf'crence  des  cubes  de  deux  nombres  entiers 
consécutifs  nest  jamais  un  bicarré^  à  moins  que  l'un 
d'eux  ne  soit  o. 

S.  Trouver  toutes  les  solutions  en  nombres  entiers 
des  deux  progressions  arithmétiques 

V    Jl        •    O    y        •    fJ  ^m9      •     j     II      m 

On  a  pour  la  première 

:  1672. 2  X  97-.  3  X  57^  4  X  i3*, 
de  raison  907 1 ,  et  pour  la  seconde 

•.6072. Sx  8032.5x191^7  xii3', 
de  raison  93  022 . 

Il  suilit  de  elierclier  les  solutions  en  nombres  pre- 
miers entre  eux,  car  si  Ton  multiplie  x^  y  y  z^  u  par  un 
même  nombre  m,  la  raison  sera  multipliée  par  m-. 

On  reconnaît  immédiatement  que  les  quatre  carres 
doivent  être  à  la  fois  pairs  ou  impairs,  pour  que  la  raison 
soit  de  môme  forme  relativement  au  diviseur  8,  et, 
comme  on  veut  des  nombres  premiers  entre  eux,  ils  doi- 
vent être  impairs. 

1"  On  doit  avoir 

JC'  — {—  o  Z    —  4  V  î 

et,  ronime  x  et  z  doivent  être  premiers  entre  eux,  chaque 


(   •.>.o7   ) 
l'acteur  doit  être  un  carré.  Soit  donc 

./•  -f-  z\  —  :>  —  (/>  -4-  Y  V'—  ^T' 
d'où 

.r  —  z\'  —  3  =:  (/^  —  f/  \  —  3  )  , 
et 

.r2  4-  3^2—  (^^2^  3,^2)2^ 

On  en  tire 

.r  ^=  p^ —  3r/^, 

Comme  les  nombres  x^y^  z  doivent  être  impairs,  on 
peut  poser 


d'où 


m^  —  3 11^               ni^  -+-  3  n^ 
.r  =1 î      y  z=z -. ,     z^=.mn. 


On  peut  encore  poser 


/3  /T 


d'où 

3  m^  —  n^  3  m^  -f-  n^ 

mais,  comme  le  signe  de  x  est  arbitraire,  les  nouvelles 
formules  rentrent  dans  les  premières. 
On  a  ensuite 


^u'^z=z^Z^ —  2r 


2 


i6 

Il  faut  donc  que  ^^m-n- —  ini^ —  i8/i*  soit  un  carré 
parfait,  ou,  en  posant  —  =  v^,  84^"  —  2t'* —  1 8  doit  être 


7)1 

11 
un  carré  rationnel. 


(    208    ) 

Soient  h  une  solution,  A'^  le  résultat  de  sa  substi 
dans  le  trinôme  5  posons  v'  =  /^  -f-  r  : 

^\v^  —  ii>''  —  1%  —  k^  -\-  {imh  —  ^h^)  r 

+  (84  — 7/i')/'— 8/i/-3— 9.7-^  = 

Or  l'équation  84^^ —  2^* —  18  =  z-  est  satisfai 

i;  =  I ,  f  =  8,  d'où  771  =  I  ,  71  =  I  ,  J?  =zj  =z  Z  =  U: 

Faisons  A  =  i ,  Â=  8,  et  posons 

64-4- 160  7'  +  727'^ —  87-* —  2/-'* 

—  {S-^ar-hby 

rrz64  +  i6a7-  +  {a^-h  i6b)r^-\-  2fibr^-h  b^' r* 

Identifiant  les  premiers  termes,  on  a 

n 
a  =  10,       ^=: —  7> 

4 
d'où 

16  19 

r=-2-)        ('=:-^)       771  =  19,       713=3, 
J?=:l67,      7' =197,      x;=:57,      M=:l3. 

Faisons  maintenant  h  =  -r^y  d'où  /r  = >  et  i 

^  9  ^ 

io4\*       26144  3576    -       l52    , 

» II-  7-  —  ^—  7-2 — -  7-^  —  2  7- 

27  9  3 

io4  ,  ,y 

—^  +  «7*  -h  ^/'^  1 

9  / 

^  io4\2       208             /  ,       208  A    , 
— -ij  H «rn-^a^.^ bj  r^-h2abr^-}- 

En  identifiant  les  premiers  termes,  on  a 

1634        ,  _       818575 

~       3xi3'        ~      4x13^^ 


f 


(  ^'^>9  ) 
puis 

807 . 7(S  I  X  1 3*  X  î  6 

""     919.368297 

19   307781  X  1 3^  X 16 49904 ?'^o'>7 

T     919368297   "~  919868297  ' 

//«  =4990426057,     71=1919368297, 

.27   =11   184319016899263311, 
.>'   =    686001660674^651969, 

-^  =  4  588  089505  328514929, 

2836414255988881991   ïu--i:z^{^-i-ar-{-br^ 


r£ 


I-^sirtant  de  ces  valeurs,  on  en  trouvera  d'autres  par  la 
n^^cne  méthode,  et  ainsi  de  suite;  mais  les  nombres 
c**oîssent  rapidement  et  les  calculs  deviennent  très 
longs. 

^*^  Considérons  la  progression  ^X'.'dy-.Sz^.yu', 
On  a 

;r-  -f-  5  x;^  =  6  r^ 

Oli 

9^^  On  peut  écrire 

(67  —  5^)2—  8o(  r  —  zy-  =  ^2 

DIX 

t  ^ J>-  —5z-^{y  —  z) v/3Ô]  [6j  —  5^  —  (7  —  ^)  v/3ô]  =  œ-. 


i^s  deux  facteurs  devant  être  premiers  entre  eux,  et 
P^**   c^onséquent  carrés,  posons 

,  ,  6 j  —  5>s  -I-  ( j  —  ^)  v/3o  —  {p^q  \/^y, 


6 r  —  5^  —  {y  —  z)  y/3ô  :=  (/>  —  7 v/^V' 
en 

(6r  —  5^)2—  8o(  r  —  zy  —  {pt—Zorf')\ 

'^^ ^9 ti.de  Mathémat,,  a«  série,  t.  X.X.(Mai  1881.)  î'|. 


(  •^''<->  ) 

De  la  première  équation  l'on  tire 

6  y  —  5>c  —p^-h  3o7%    y  —  z  —  2/?^, 
d'où 

i  œ  —p^ —  307*, 

(i)  '    y—p^-h3oq^—iopq, 

Jl  n'est  pas  nécessaire  que  p  et  q  soient  entiers  pou 
que  x^y  et  z  le  soient.  On  peut  poser 


m 


d'où 


v^'  i^^'yi 


.X  z=z  2m^ —  i5/i^, 


(2)  I  j  =1=  2 m^ -h  1 5 /i* — lomn 

^  =1:  2  7?i*  -h  1 5  /i*  —  12  nin  ; 


ou 


p  —  m\/^,     qz=^ni/y 


d'où 

^r  =1  S/n^ —  10  n^, 

(3)  ^  j'z=  3/n*-f- lo/i^ — lornuy 

^  zn  3  /n*  -h  10  71-  —  12  mw  ; 


ou 


d'où 


p  —  msfZ,   q-^y^ 


(4)  \  r=:5/?i^-h6/i*—  low/i, 

^  =:5m*-H6Ai* —  i2mn. 

On  pourrait  poser  encore 


/)  — -  7;z  y  I D  ,      q  ^=in 


(..M    ) 

maïs  les  nouvelles  formules  rentrent  dans  les  premières, 
les  signes  de  x^j^  z  étant  arbitraires. 

Il  faut  maintenant  faire  entrer  'ju^  dans  la  progres- 
sion. On  a,  en  employant  les  formules  (i), 

7tt'i=i05* —  3/' 

=1 7/>* —  iSop^q  4-  i56o/>*<7* —  54oo/?7'  -h  GSoo//*, 

ou,  en  divisant  par  7^*  et  posant  -  =  r, 
te^         ,       180    ,       i56o   ,       5.'îoo 

— r   =  i»* V^  H V^ ('  -h  QOO 

7*  •        7  ■     7  7 

=:  {v'-\-  aç^-h  3o)'i=::r*-i-  2 ap'+  (a*H-  60)  i'^  -h  60 ai' -h  900, 

d'où  1^=0,  en  faisant  «  =  —  —5  d'où 

7 

solution  évidente  a  priori. 
Posons  encore 

180   -       i56o   .      5Aoo 
ç^* ^•»  H v^ V  H-  000 

7wm  mm  ^ 

7  7 

=  (y^  -h ar  -h  ^)'=:  i^*  4-  2  ar'  -h  («*  4-  2  6)  r'^  +  2  «fti^  4-  ^-, 
d'où,  en  identifiant  les  premiers  termes, 

r,—           ^^           A—    ''»'^ 
rt  = >        />  =  — , J 

7  19 

puis 

r=:— ,     /?=:l6,      ry=:7, 

y 

J^  =  I2l4>       r  — -  606,       ^=:382,       M  nr  226, 

ou,  en  divisant  par  2, 

./•  rrr  607 ,       X  ^=  3o3,       :;  m  I C)  f ,       //  -=:  I  I  3. 


(  '''^'^  ) 

En  posant 

180   ,       i56o   ,      5/|Oo  /     9      f         o  \9 

<,4 (,3_| j,2 î — ç^  900  =  (av^-\-  bv  -\-  3o)^ 

7  7  7 

et  îdentîfiant  les  derniers  termes,  on  trouve 

^  =  105,     7  =  8, 
d'où 

J7:=9I05,      ^  =  4545,      ;5i=r2865,       M  ru:  1695, 

ou,  en  divisant  par  i5, 

^:=:i6o7,     j  =  3o3,     ^==191,     //==Il3. 

Les  autres  formes  donnent  de  même  des  équimultiples 
des  nombres  607,  3o3,  191,  11 3. 

Mais,  au  moyen  de  cette  solution,  en  opérant  comme 
dans  la  progression  précédente,  on  en  trouvera  une 
deuxième,  celle-ci  en  fera  trouver  une  troisième,  et  ainsi 
de  suite  indéfiniment. 

6.  Trouver  toutes  les  ^valeurs  de  x  pour  lesquelles 
la  somme  des  cinquièmes  puissances  des  x  premiers 
nomhres  est  un  carré  parfait. 

En  appelant  S5  cette  somme,  on  a 

.rM-r -4- i)2[(2.r -I- i)2— 3] 


S.  =z 
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Pour  que  S5  soit  un  carré  parfait,  il  faut  et  il  suflGt 

(  çi  ^x"  I  I  ^^ 3 

que  ^-^ j; soît  un  carré  parfait,  ce  qui  exige 

d*abord  que  2^  -f- 1  soit  un  multiple  de  3. 


(  •^•3  ) 
Posons  donc  ax  H-  i  =  3«^  il  faut  quW  ait 

=:V^       ou       OU- —  2i'*=:l, 

2 

équation  qu'on  peut  écrire 

(3  m  —  2çy —  6(^> —  f^)*=z  I. 

Les  solutions  de  cette  équation  sont  données  par  les 

réduites  de  rang  impair  dans  le  développement  de  \/6 
en  fraction  continue;  ce  sont 

3u  —  2('=i::i,  5,  49>.485,  4801,  47^25,  470449?  4656965,   ..., 

r —  U    =0,  2,  20,  198,  i960,  19042,  192060,  I9OII98,  ..., 

d'où 

w=ii,  9,  89,  881,  8721,  86829,  854569,  8459861,  ..., 

mu  I,  II,  109,  1079,  10681,  105371,  1046629,  io36o559,  ..., 

j7i=:i,  i3,  i33,  1821,  18081,  129498,  1281858,  12689041,  .... 

Si  Ton  appelle  x^  le  terme  général  de  cette  dernière 

suite,  on  a 

x^^^^  lox fi—\  —  «3?/t— 2  +  4> 

Note.  —  Reste  à  résoudre  le  n®  7. 


SUR  UN  PROCÈDE  PARTICULIER  DE  DIVISION  RAPIDE; 

Par  m.  g.  HENRY. 


Si  l'on  divise  l'unité  par  9  et  par  une  suite  de  nombres 
se  terminant  par  9,  on  aperçoit  entre  les  difl'érentes 
fractions  décimales  consécutives  une  suite  de  relations 
dont  la  loi  est  évidente  et  d'où  il  ressort  un  procédé 
de  division  rapide. 


(  '^I^  ) 

le  cas  de  — >  le  —  du  cliiflVe  aiilérî^ti^  dans  le  cas  de 
99         lo 

—  >  le — :  dans  le  cas  de y  le  — ;  etc.:  dans  le   cas 

109         II  119         12 

de  j  le  — :  dans  le  cas  de ?    le  — :  etc.:  dans  le 

199         20  209  21 

cas  de >  le du  chiffre  précédent:  etc.,  etc. 

999         100  ^ 

Lorsque  la  fraction  exprimant  le  rapport  des  deux 

nombres  décimaux  consécutifs  du  quotient  a  pour  dé- 

nonainateur  un  multiple   de    10,  comme   dans  le    cas 

de  la  fraction  — >    dans  le  cas  de  la  fraction 

199  20  299 

Q— >   dans  le  cas  de  la  fraction ?  il    suflit  évi- 

00  1999  200 

^<îaxment  de  diviser  par  ->  77»   ...  des  tranches  de   2, 

^23 

3,    ...  chiffres. 

JLK)rsque  le  dividende  est  plus  grand  que  le  diviseur, 
^*  est  clair  qu'il  faut  calculer  d'abord  la  partie  entière 
^^  quotient  et  le  premier  chiffre  décimal,  puis  appliquer 
^    Ce  premier  nombre  la  fraction  convenable . 

I^our  la  raison  de  ce  procédé,  nous  renverrons  à  un 
■'^^^  moire  de  Cauchy  intitulé  Sur  les  moyens  de  vérifier 
*-^*^     de  simplifier  les  diy^erses  opérations  de  V Aritlimé" 
^^i-ée  décimale  (^Comptes  rendus  des  séances  de  V jica- 
^^rnie  des  Sciences  y  t.  XI,  p.  853  :  j  84 1  ) .  Dans  ce  travail, 
-•^ Vichy  fonde  une  règle  de  transformation  rapide  des 
•* **^citions  ordinaires  en  périodiques  sur  la  remarque  sui- 
^  ^lite  :  On  double  à  très  peu  près  le  nombre  des  chiffres 
^^cimaux  que  renferme  une  -valeur  très  approchée  du 
^  ^^Gtient  fourni  par  une  dis^ision  arithmétique,  quand, 
l^ cuir  augmenter  le  degré  d'approximation.  Von  ajoute 
**  cette  valeur  approchée  le  premier  terme  de  la  pro- 
S^^GSsion  arithmétique  qui  représente  le  quotient  déve- 
loppé suivant  les  puissances  ascendantes  du  reste. 


(  '-»<>) 

^■■■■i..-— .-       ,^-■■^    ■,■■,.       I  ■■!      I       ■      -  I    ■      I  -    ■■  I  I  ■  ■ 

r-  '  

GONDITIO»  D  ÉOlilLIBRE  DUNE  MASSE  FLUIDE  ilO»OGÈNE, 
AYANT  LA  FORME  D  IIN  ELLIPSOÏDE  A  TROIS  AXES  INÉGAUX 
ET  ANIMÉE  D  UN  MOUVEMENT  UNIFORME  DE  ROTATION 
AUTOUR  DEL  UN  DE  CES  AXES  ^ 

Par  m.  a.  PIGART. 


Jacobi  a  reconnu  le  premier  qu'une  masse  flaide 
homogène,  douée  d'un  mouvement  uniforme  de  rota- 
tion autour  d'un  axe  fixe  et  dont  les  molécules  s'at- 
tirent l'une  l'autre  en  raison  inverse  du  carré  des 
distances,  peut  se  maintenir  d'elle-même  en  équilibre 
sous  la  forme  d'un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux.  Il 
suffit  que  les  trois  demi-axes  A,  B,  C  et  la  vitesse  angu- 
laire constante  co,  avec  laquelle  le  fluide  tourne  autour 
de  l'axe  A,  satisfassent  aux  deux  équations  de  condi- 
tion 


/^* (1% r^       ch 


21TP       r  aflfa 

w2: 


B 


dans  lesquelles  p  représente  la  densité  du  fluide  et  D 
l'expression 


s/{ 


'+Ji)('  +  |!ll   '  + 


) 


M.  Liou ville  a  démontré  ces  formules ,  dans  le 
XXIIP  Cahier  à\i  Journal  de  U Ecole  Polytechnique,  par 
une  méthode  analogue  à  celle  qu'avait  suivie  Laplace 


(  ^^'-  ) 

pour  reconnaître  que  la  forme  d'un  ellipsoïde  de  révolu- 
tion convient  à  Téquilibre  d'une  masse  fluide  homogène. 

Je  suis  arrivé  au  même  résultat  par  une  voie  peut- 
être  plus  élémentaire  et  qui  a  l'avantage  de  mettre  en 
évidence,  sous  une  forme  très  nette,  la  loi  suivant 
laquelle  varie  la  pesanteur  sur  la  surface. 

Les  composantes  de  l'attraction  d'un'ellipsoïde  homo- 
gène à  trois  axes  inégaux  sur  un  point  de  sa  surface 
sont 

BG    r  n^  du 

ï 

^      ,         BG    /•*  ii'du 


X^^T.^X—      ï      j j, 


r,      ,         BG    r^  ii^du 

^==^4^?-^   /     T V 

.  .    B^  G^ 

7^  et  [X  représentant  les  quantités  —  —  i,  -^  —  i. 

On  peut  écrire 

en  posant 

,,       ,       BG    r'  u^du 

,      BG    f^  u>da 

N=4^pT7/     1 V 

r,       ,      BG    /•*  u^du 

^  ==^^?X«-  /     ï 3- 

Exprimons  la  condition  pour  que  l'attraction  soit  la 
résultante  de  deux  forces  dirigées,  l'une,  G,  suivant  la 
normale  à  la  surface,  l'autre,  H,  suivant  la  perpendicu- 


(  ="8  ) 
lairc  abaissée  sur  Taxe  A  : 


(i)       Ma:^G —  ""■- 


^  V  A^  "^  B^  '^.  C* 


(2)      ^7=^G ^_    ^  -     +  H         ^' 


(3)       l>s=:iG ''       1- H  - — 1 


ou 


(3') 


/•  étant  la  distance  du  point  attiré  à  Taxe  A,  et  /;  la 
distance  du  centre  de  la  surface  au  plan  tangent  en  ce 
point  ^  d'où 

auquel  cas 


P 


(c) 


H'-Wy- 


La  composante  normale  est  en  raison  inverse  de  la 
distance  du  centre  au  plan  tangent. 

La  composante  perpendiculaire  à  Taxe  est  propor- 
tionnelle à  la  distance  du  pointa  l'axe. 

H  résulte    de  là  que  si    une  masse  fluide   homogène 


(  '^'9  ) 
de  forme  ellipsoïdale  dont  les  axos  satisfont  à  la  rela- 
tion  (a)   tourne  autour   de   l'axe  A  avec   une  vitesse 

angulaire  w  =  i  /  N =^5  elle  se  maintient  d'elle- 
même  en  équilibre,  puisque  la  composante  H  est  détruite 
par  la  force  centrifuge,  et  qu'il  ne  reste  que  la  compo- 
sante G,  normale  à  la  surface. 

La  formule  (b)  exprime  la  loi  suivant  laquelle  varie 
la  pesanteur  sur  la  surface  de  cet  ellipsoïde  : 

La  pesanteur  en  chat/ne  point  de  la  surface  est  en 
raison  inverse  de  la  distance  du  centre  au  plan  tangent 
en  ce  point. 

L'équation  de  condition  [a)  se  transforme  aisément 
dans  la  formule  suivante 


B^G 


_   r' a'' du 

En  remplaçant  )w  et  [jl  par  leurs  valeurs  et  en  posant 

'- ^ =  a,   on   obtient  finalement  Téqualion  de 

JacoLi,  savoir 


La  vitesse  angulaire  de  rotation  o)  est  donnée  par  la 


(  '^''t>  ) 

De  la  première  équation  l'on  tire 


d'où 


(0 


6r — iy  z  z=z  p^ -\- 3o  q^ ,     y  —  z-. 
i  X  —p*' —  807', 


ipq, 


Jl  n'est  pas  nécessaire  que  p  et  q  soient  entiers  poi 
que  x^y  et  z  le  soient.  On  peut  poser 


(1  où 


(^0 


ou 


d'où 


(3) 


OU 


d'où 


(4) 


m 


V^,     7  =  «\/^ 


j  =11  2 în}  4-  i5  /i^  —  lomn 
^  =  2m^-Hi5/i*  —  12  mn  ; 

p  —  m\fl,     q  —  ni/y 

X  =1  3w' —  lo/i^, 

jz=  Sm^-h  10  w^ —  lomiiy 

z  =  Sm^-h  ion- —  i2m/i  ; 

r  =:  5/?i^-i-6Ai' —  low/i, 
^  zzz  5  m*  -H  6  Al*  —  12  mn. 


On  pourrait  poser  encore 


/)  — -  /n  y/'  1  o  j     q  rr=in 


(  ''-'l  ) 

pour  le  pôlej  i ,  j  2  et  pour  les  valeurs  du  rapport  .r,  l  X2, 
pour  lesquels  la  formel  se  réduit  à  zéro. 

Le  covariant  quadratique  H  (liessien)  et  le  covariant 
cubique Q  (jacobien  de  la  forme/* et  du  liessien  H)  de 
laformeysont 

Q=:Co^J-h  Sci^Ja^î-h  ScjO^i^r^-h  c^,tI, 


SI 


Cl  :=:  a^a^  «3  —  2aQa\-\-  a\a2, 

^2  =  —  («o^2^3  —  ia\az-{-  a^àl)^ 

^3=: —  {ct^ctl —  3^1  «2^3  4-  2a\), 

Le  discriminant  de  la  formel  est 

A=z:(flo«3— ai<Ï2)*— 4(«o«2  — ttî)(^i<^3— «|)< 

£n  désignant  les  racines  négatives  de  Téquatîon 

11=0 


•         • 


par  7*0  et  r^ ,  ainsi  que 

^0  <^3  ^1  ^2  +  V '^ 

2(ao«2—  «ï) 

*  2(«o^2 —  «1) 

1  aura  les  relations  suivantes  : 

Co  H-  «0  sA        —  Co  -h  rto  v/^, 

(  Co  -h  «0  V^  )  '*i  —  <^i  +  «1  v/^» 

(co  -h  «0  \/Â)r2i=  C2  -h  ^2  v/a, 


(    '>/A'A    ) 

{cq  —  Oq  v/Â)ro=  c,  —  ai  \/\ 

Multiplions  les  deux  membres  des  équations  précé- 
dentes successivement  para:J,  3j:Ja:2î  i^t  ^It  ^l  ^"^  f*^* 
sons  les  sommes^  nous  obtiendrons 

(0 

Nous  voyons  ainsi  que 

sont  des  cubes  complets  d'expressions  linéaires,  résultat 
qui  est  déjà  connu.  Notre  développement  nous  four- 
nissait aussi  les  expressions  linéaires.  Des  équations  (i) 
on  tire 

(2)         /y/Â  —  jx;(^i  +  r,^2)'  —  1^5(^1  -+-  '•o«^î)S 
où 


(o)  {  j 

et  où  Ton  prend  pour  toutes  les  deux  racines  cubiques 
les  valeurs  réelles. 

On  obtient  les  valeurs  du  rapport  XilX2y  pour  les- 
quelles la  forme  y  se  réduit  à  zéro  en  vertu  de  l'équa- 
tion (2)  (en  supposant  que  le  discriminant  A  est  diffé- 
rent de  zéro),  de  la  relation  suivante 


(  ^'^-i  ) 

où  £  ==  ^( — I  H-  yj — 3)  et  où  Ton  mrt  pour  v  successi- 
vement les  valeurs  0,1,  2. 

De  Téquation  (  2)  on  tire,  pour  la  deuxième  polaire  de 
la  forme  y,  c'est-à-dire  pour 


la  valeur 


ou 


Pv/Â  = 


1^0(^1  H- ''0^2)     p-SCri 


et  puisque,  selon  Téquation  (2), 


(5) 


1   I^('3:^i-+-''o'3?2)  =  e'^!Xi.(^, -hr,a^j), 


^     • 


on  peut  aussi  écrire 


(6)     Pv/Ârz: 


^''{^(^i  +  ''0^2)         l^K  Ji  +  ''o  Vî)' 


Parce  que 


et 


on  obtient  encore  les  équations  suivantes 


fJ^o(^i-+-''o'2?j) 

l^0(jl  +  ^0j2) 

1^1(^1-^  r^Xi) 

P'i(v,-H/-i/î) 

î^o(.ri-*-^o72) 

1^0(^1 -H ''0^2) 

!^i(vi-+-''ir2) 

1^1  (.ri  4- r,  .2^2) 

=  (^i.n— ^2j^,)y/A, 


~— (•rj.Vj  — .rj^Vi)v/A. 


(7) 


(  ''M  ) 

Eu  multiplîanl  hîs  tlcux  membres  de  la  première  équa- 
tion par  ^^']^\[j{--^  i\j2)  ^*t  J<-*s  deux  membres  de  la 
secimde  par  e-^[J>-o(j>^i  -H  ''0^^2)5  et  faisant  Ja  différence, 
on  peut  obtenir  la  différence  sous  la  forme 


^iXî) 


=  (^i72  —  ^2 Ji  )  b^  \H  (Ji  -H  /•, 7, )  -h  e«^  î^o (Ji  +  ^0 J2)] V/^- 

Le  premier  déterminant  du  côté  gauche  est,  selon  l'é- 
quation (6),  identique  à  Py/A.  Le  second  déterminant 
s'évanouit,  puisque,  en  vertu  de  Téquation  (5),  les  élé- 
ments de  la  première  colonne  sont  aussi  égaux.  Selon  les 
équations  (i)  et  (3),  on  a  encore 


t^,(r,4-r,J,)  =  ViQ'H-i/VA, 


si  Q'  et  /'  signifient  les  formes  Q  et  /*,  en  y  remplaçant 
les  arguments  Xi^  x^  P^rj)^i,j>^2,  c'est-à-dire  si 

/  —  «or?  ^  '^<^\y\y%  +  '^^ty\y\  h-  «3j1, 

Q'=  «-'o  J?  -+-  3  c,  jî  j2  H-  3  C2  j,7j  -h  C3JÎ. 
Ainsi  Téquation  (7)  revient  à 

(«ojî  +  2ai.r,r2H-«2j2)'^i+(«i.rîH-^«2.rir2-H«3.r2)'3"2 

=z  (^,  j2  -  ^2r0G^V'|Q'+i/v/S+  s«vviQ'-i/'v/l). 

En  y  substituant  des  valeurs  spéciales  convenablement 
choisies  du  pôle  JKMjr2»  oi^  obtient,  de  cette  équation, 
les  formes  connues  pour  la  résolution  de  Téquation  du 
troisième  degré 

a^x\  -\-  Zaxx\xi  -h  Za^x^x\  -h  a^x\  r=  o. 


(    225    .) 


RÉSOLUTION  DE  L'ÉQUATION  DU  QUATRIÈME  DEGRÉ; 

Par  m.  F.  BRIOT, 

Capitaine  d'infanterie  de  marine,  à  Cherbourg. 


Étant  donnée  Téquation  générale  du  quatrième  degré, 
on  peut  toujours,  par  une  transformation  facile  à  effec- 
tuer, la  ramener  à  la  forme 

(i)  a?*-!- A.r'  +  Ba7-i-C=zo, 

et  faire  dépendre  la  variable  de  trois  inconnues  auxi- 
liaires *^,  j^,  z^  en  posant 

ce  qui  donne 

-^  K{v  ->r y  +  zy  -hB(p-l- r-H-s)  H- C  =  o 

et  successivement 

(s^  -\- y'^  -^  z^  -\-  *ivy  -\-  1VZ  -^  2yzy 
-\-k{ç*-k-y*-\-  z*  -{-^çy-h^s^z  -{-2yzy 

-\-B{ç-\-y  -\-  z)-hC:=^Oy 

(i^^ -h y^ -h z^y ■+■  ^{i^^ -h y^ -h z^){çy -h  vz-i-yz) 
4((^'-s'-f-  v^y'^  -\- y^ z^)  -^  %vyz{v ■^- y  h-  z) 
A(p'  + j'4-iï*)-h  ik{vy-\-  vz-^  yz) 

+  B(r-|- j  +  ^)-l-C^o, 

-h  [2(r*H-j'-4-^')  -f- A](2(^j+  2ÇZ'^  lyz) 

En  établissant,  ce  qui  est  toujours  possible,  entre 
v^y  et  z  les  relations  suivantes 


A  B 

2  ^  8 

/#/!/».  deMathémat,^  3*^  série,  i.  X\.  (Mai  i<S8i.)  10 


<'*  +  J*  H-  s'  ==: '        ^'y^  ~  *~    Q  ' 


(   :v>A\   ) 

vt  cAi  rcmarquanl  que  les  chuixicmc  et  quatrième  tenues 
(le  la  dernière  égalité  disparaissent,  on  obtient 


^.■2y2    ^^,2-2     ,.   v2-2^ 


A*       C 

76"  4 


Dès  lors,  i^'-,  j  -  et  z-  sont  les  raeines  de  Téquatio 
eubique 


Par  eonséquent,  ^,  j  .,  z  peuvent  être  déterminés,  €3  1:, 
en  combinant  convenablement  leurs  six  valeurs,  €i>  n 
obtient  huit  quantités  égales  deux  à  deux  et  de  sig"i:i.^L3s 
contraires^  mais  l'équation  proposée,^  contenant  li^^^Me 
puissance  impaire  de  l'inconnue,  ne  peut  admettre  poiJir 
racines  que  quatre  d'entre  elles  ayant  des  valeurs  abso- 
lues diiïérentes. 

L'existence  de   ces  huit  quantités  s'explique  facile- 
ment en  considérant  que  le  changement  de  signe    du 
coeilicient  B  entraîne  nécessairement  celui  des  quatre 
racines  considérées,  sans  modifier  celles  qui  servent    « 
les  déterminer. 

Jl  est  facile  de  s'assurer  que  l'équation  (i)  admettra 
quatre  racines  réelles,  ou  deux  racines  réelles  et  de^x 
imaginaires,  ou  bicMi  ((ualn*  rac^ines  imaginaires,  lorscjii<î 
l'équation  (2)  aura  trois  racines  positives  oudeuxracîxmes 
imaginaires   et  une  positive,  ou  bien  des  groupes      d.* 
racines  dillérents  des  précédents. 

Lorsque  B  =  o,  les  valeurs  de  x  sont  données  pa.^  *^ 
formule 


(    2!Î7     ) 

elles  le  sont  également  par  la  suivante 


X 


\/-l-\/W-WÎ 


et  ridentîté  de  ces  deux  expressions  se  vérifie  facilement 
en  les  élevant  au  carré. 


SUR  LA  RÉSOLUTION  0  IN  SYSTÈME  PARTICULIER  DE  DEUX 
ÉQUATIONS  SIMULTANÉES  DU  DEGRÉ  m  A  DEUX  INCONNUES; 

Par- M.  ESGARY. 


Le  système  des  deux  équations  simultanées  du  degré  m, 

^      N  ,»  1.     ,»  ^  ^ 

(  I  }  «:r'"  4-  or"*  = 1 ~=^  c. 

^      ^  "  j^m  y  m 

se  résout  d'une  manière  très  élégante  en  introduisant, 
comme  Ta  fait  M.  Lannes  dans  la  question  du  Concours 
général  de  1879  (  *  ),  les  angles  du  triangle  construit  avec 
les  coeflicients  a,  b,  c  comme  côtés,  en  supposant  cette 
construction  possible.  En  eUet,  en  rendant  ces  équations 
lioraogènes,  elles  s'écrivent 

(2)  ^      a  b  c 

( 


m  ^,fn  ^m 


X'"'  y 


Si  Ton  pose  ^  =  a,  —  =  p,  —  =  y,  et  qu'on  multi- 

plîe  les  équations  (2)  membre  à  membre,  on  a,  en  ren- 
*^^t  le  résultat  entier. 


^  *  ^  Nouvelles  Annales,  3*  série,  t.  XIX,  p.  5o8. 


d'où  Ton  lin; 


7 


//* 


C2  — ^2__/^2-4-074_|_//»^_cV_2^2^î_2C*a*— 2a*6» 

2ab 


Or,  si  Ton  désigne  par  S  la  surface  du  triangle  dont 
les  côtés  sont  a,  i,  c,  on  voit  que  le  radical  a  pour  Va- 
leur 4  S  \j —  1.  En  observant  encore  que  Ton  a 

c^^^a}  -\-  b^ —  2«6cosC, 

2S  :t=  a^  sinC, 
on  a  enfin 

y"*  =  —  cosC  dz  s/—  I  sinC, 
d'où 

Y  r=z  CCS  ZiZ  V  —  I  sin t 

ni  m 

"^ 

où  Ton  doit  attribuer  à  K  les  valeurs  o,  i,2y...,/7i  —  i 
On  trouve  de  la  même  manière 

A-i-sîKtc    ,     , .    A-+-2KTr 

a  =  ces zh  \j —  I  sm , 

m  ^  m 

B-h2Kar^    . .     B-h2KT: 

S  n=  CCS =1=  sj —  I  sin 

m  ^  m 

Si  maintenant  l'on  fait,  dans  les  équations  (  2  ),  z  =     2 
on  retombe  dans  les  équations  (i),  et  des  valeurs  pré^i5 
dentés  de  a  et  de  p  on  tire  celles  de  x  et  dej^,  savoir 

B-+-2K7:         , .    B-h2K'jt 

X  =  ces ziz  i/  —  I  sin ) 

m  ^  m 

A-+-2K7:   ,     , .    A -+-2X11 


y  ■=!  ces in  y     - 1  sm 


ni  '  m 


Cç  sont  les  2772  systèmes  de  solutions  des  équations 
posées  (  I  ) . 

Il  nous  a  paru  intéressant  de  présenter  ici  cette  t^^^o- 
lution  du  système  des  équations  (i),  à  cause  de  l'anal o  ^S"'^ 
que  l'on  observe,  grâce  à  la  représentation  géométrie^  "^ 


I 


{  ^•■*9  ) 
de  M.  Lannes,  entre  ses  solutions  et  celles  des  équations 
trinômes,  dans  le  cas  des  racines  imaginaires,  car  on  sait 
que  ces  dernières  racines  conduisent  alors,  en  les  inter- 
prétant géométriquement,  à  l'élégant  théorème  de  Cotes . 


SOLUTION  D  UNE   QUESTION  DE  LIGENCf^ 

(faculté  de  LILLE.    —    NOVEMBRE    1878); 

Par  m.  ÉVESQUE, 

Élève  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Montpellier. 


Une  surface  de  révolution  autour  de  l'axe  des  z  est 
^^finie  par  l'équation  z=f[r)  :  trousser  V équation 
dijQérentielle  en  coordonnées  polaires  des  projections 
^u.r^  le  plan  des  xy  des  courbes  tracées  sur  cette  surface 
^^  €]ui  jouissent  de  la  propriété  que  le  plan  osculateur 
^ri  -chaque  point  de  l'une  d'elles  comprenne  la  normale 
^*  ^n  surface  en  ce  point. 

Il  résulte  de  l'énoncé  môme  du  problème  que  le  plan 
^^soulateur  en  un  point  quelconque  de  l'une  des  courbes  en 
^viestion  doit  être  normal  à  la  surface,  ce  qui  est  la  pro- 
ï^fîété  caractéristique  des  lignes  géodésiques  5  la  normale  h 
-»  ^  surface  aura  donc  la  même  direction  que  la  normale 
I^i*îiicîpale5  or  celle-ci  fait  avec  les  axes  des  angles  dont 

*^s   cosinus  sont  proportionnels  à  d—r->   d-j-^   d —r\ 

^     ^  as  as  as 

^  'Oii  autre  côté,  la  normale  à  la  surface   fait  avec  les 
^"Xesdes  angles  dont  les  cosinus  sont  proportionnels  à 
^^    rfF    dF 
^^'  dy'  dz 

Or,  Téqualion  de  la  surface  proposée  étant,  en  coor-- 


(.3.  ) 

Soient  Net  ]N'  les  réactions  qui  s'exercent  en  A  et  B,  et 
soit  P  le  poids  de  la  tige,  appliqué  en  son  milieu  G.  Il 
faut,  pour  l'équilibre,  que  ces  trois  forces  soient  dans 
un  même  plan  et  concourent  en  un  point  I.  Ce  plan  doit 


être  vertical,  puisqu'il  contient  GP  qui  est  vertical; 
de  plus,  comme  les  forces  N  et  JN'  doivent  être  nor- 
males aux  deux  sphères  (le  frottement  étant  négligé), 
elles  doivent  passer  par  les  centres  O  et  O'.  Le  plan  des 
trois  forces  est  donc  un  plan  méridien  vertical 4  nous 
supposerons  que  ce  soit  le  plan  de  la  figure. 

I**  Désignons  par  R  le  rayon  des  deux  sphères,  /la 
longueur  de  la  tige,  <p,  ç'  et  X  les  angles  lOC,  lO'O  et 
Tangleque  fait  la  tige  avec  OCy.  Ecrivons  que  la  projec- 
tion de  AB  sur  une  droite  perpendiculaire  à  OO'est  égale 
à  la  somme  des  projections  des  deux  rayons  AO,  BO'  sur 
la  même  droite,  et  que  00'  est  égale  à  la  somme  algé- 
brique des  projections  sur  OO'  des  trois  droites  AO, 
AB,  BO'  ^  nous  aurons  les  équations 

/  sin  X  =z:  R  sin  «p -h  R  sin  cp', 

2R  m:  lcO^\  —  RcOSC5  -4-  RcOSCd', 


ou 


(  233  ) 
,  en  posant  ^  =  K , 


(0  sincp  H- sin^' r=:KsinX, 

(2)  cos©'  —  coscDzzia  —  KcosX. 

D'autre   part,  la  droite   IG   étant    une   médiane  du 
triangle  AIB,  on  a,  d'après  une  formule  connue, 

.^^       cotlAG  — cotIBG 
cot  IGB  = 

ou 

(3)  2  tangXzz:cot(«p  —  X)  —  cot(©'H- X), 

2®  Après  quelques  transformations,  la  dernière  équa- 
tion devient 

sin(cp  — <p') 


2  tangX  =  tang(p  —  tangcp' 


coscp  coscp' 


.    cp  —  o  9  —  çp 

2sin.: — ^cosî ^  =1  tangX  [cos(cp  —  «p')  +  cos(cp-h  ©')] 

ou 

I,      tp — m'         cp  —  cp'                      r           cp — Cp'                CP  —  cp'~| 
2sm-^ ^cos-î ■ — tanî^X   cos'-i '• sin'-^ - 
2                2                    L            2                    2      I 
=z  tangX  cos  (cp  +  cp'). 

Or  les  équations  (  i )  et  (  2  ),  divisées  membre  à  membre, 

donnent 

CP  —  m'      2  —  KcosX 

tang  -i ^  =:  — . .    .   . — y 

°      2  KsinX 

d'où 

.   cp — cp' 2  —  KcosX 


sin 


cos 


2     .      v/4— AlvcosX  +  K^'' 

cp  —  cp' K  sin  X 

~2"      "  y4— 4KcosX-hK^' 


Ces  mêmes  équations,  étant  ajoutées,  après  avoir  été 
élevées  au  carré,  donnent  aussi 

cos  (  cp  -I-  O  )  i:::::  2K  COS  A I . 


(  'M  ) 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (4)?  on  arrive 
à  la  suivante 

(5)  [4KcosX  — {KM-3)]2=2K2— 7, 

d'où 


K2+3ibv/fîK2  — 7 

COS  A  =-T.  


/ 


K 


Discussion.  —  Les  deux  racines  sont  toujours   posi 
tives^  elles  seront  réelles  si  Ton  a 


(6)  K> 


V^ 


Pour  qu'elles  soient  admissibles,  il  faut  qu'elles  soient 
plus  petites  que  i.  Ecrivons  que  le  résultat  de  la  substi- 
tution de  I  à  eosX,  dans  l'équation  (5),  est  positif  et 
que  la  somme  des  racines  est  plus  petite  que  12,  nous 
obtiendrons  les  deux  inégalités 

(7)  K*  — 8K3-4-20K2  — 24K-+-  16  >o, 

(8)  K2-4K  -^3<o, 

qui   cxpriuienl  que    les  deux  racines   sont  toutes  deux 
<^  I.  Si  le  premier  membre  de  l'inégalité  (7)  était  néga- 
tif, une  seule  racine  (celle  obtenue  en  prenant  le  radical 
avec  le  signe  — ),  serait  plus  petite  que  i . 
Cette  inégalité  peut  d'abord  s'écrire 

(Iv  —  2)(K=^  —  GK'^  4-  8K  —  8)  >  o. 

* 

Égalant  à  zéro  le  polynôme  de  la  seconde  parenthèse, 
on  obtient  l'équation 

K3_6K2-h8K  — 8nzo, 

(|ui  aune  seule  racine  réelle  égale  à  4>7?  «»  ^^^^  1>ï*^**^  P'**' 
excès. 


(  ^'^5  ) 

Par  suite,  rinégalîté  précédente  peut  s'écrire 

(K-2)[K-(4,7-=c)]>o, 

a  étant  une  quantité  plus  petite  que  o,  i . 
En  y  joignant  l'inégalité  (8),  écrite  sous  la  forme 

(K-i)(K-3)<o, 

la  discussion  du  problème  est  alors  facile  et  peut  se  résu- 
mer dans  le  tableau  suivant  : 

Variation 

,    ^  _    /  Nombre 

~  R  de  solutions. 


^<\/i 


o 


V! 


K=t/^ . 


s/l 


î? 


2<K<457  —  a I 

K>4,7  —  a o 


CONCOURS  D  ADMISSION  A  L'ECOLE  CENTRALE 

(première  session,  1879); 

SOLUTION  DE  M.  J.  BOUDÈNES, 

Élève  du  lycée  de  Grenoble. 


<^oient  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Oj',  sur  Ox 
^n point  A,  sur  Oy  un  point  B.  On  considère  toutes  tes 
'hyperboles  équilatères  qui  passent  au  point  A  et  sont 
^(ingentes  à  l'axe  Oj  au  point  B. 

*"  Former  V équation  générale  de  ces  h/yperholes- 
^l^ilatèrcs. 


(  î^36  ) 

2°  Trouver  le  lieu  des  points  de  rencontre  de  la  tan- 
gente en  A  à  chacune  de  ces  hyperboles  avec  les  paral- 
lèles menées  par  l'origine  aux  asymptotes  de  cette 
même  hyperbole. 

3°  Le  lieu  précédent  est  une  parabole  P  :  former  Vé- 
f/uation  de  l'axe  et  l'équation  de  la  tangente  au  som- 
met de  cette  parabole  P,  construire  ces  droites  et  déter- 
miner géométriquement  la  grandeur  du  paramètre  de 
cette  parabole, 

4"  TrouK^er  le  lieu  du  sommet  de  la  parabole  P 
quand  le  point  A  se  déplace  sur  Ox^le  point  B  restant 
fixe. 

Soient  OA  ==  a,  OB  =  i,  A  et  X  des  paramètres  ar- 
bitraires. 

i**  Si  l'équation 

(i)  J=:X(J?  — a) 

représente  la  tangente  à  l'une  des  hyperboles  au  point  A, 
cette  hyperbole  aura  pour  équation 

^[j__X(a7  — a)]-+-A-^-^  +  ^— ij  =10, 
avec  la  condition 


I  f 


a^ 


qui  exprime  que  l'hyperbole  est  équilatère. 

2**  Les  parallèles  menées  de  Torigine  aux  asymptotes 
de  ces  hyperboles  ont  pour  équation 

Le  lieu  de  leurs  points  d'intersection  avec  la  tangente 
à  riiyperbole  au  point  A,  obtenu  par  réliininalidn  du 


(  '^-i;  ) 

paramètre  variable  X  entre  les  équations  (i)   et   (2),  a 
donc  pour  équation 


(3) 


(f  ■^iy-«^(i-^i-)=*'- 


C  est  donc  une  parabole  qui  passe  par  l'origine  des 
coordonnées  et  qui  a  pour  tangente  en  ce  point  Taxe 
desj. 

3°  m  étant  un  paramètre  arbitraire,  l'équation  (3)  de 
cette  parabole  s'écrit  identiquement 


La  condition  que  le  diamètre 


2/nv 

— -^  —  m*=o. 
b 


X        y 

1-  7-  -hm  =  o 

a        o 


et  la  tangente  à  son  extrémité 

sont  perpendiculaires  nous  donne  immédiatement 


ao?  (  -^  -h  7^  -H-  ^^  )  H j-^  -+-  m'  r=  G 


I 

Si 

d'où,  pour  équations  de  l'axe  et  de  la  tangente  au  som- 
met, 

(4)  — -h  ^--    -.  —  o, 

a        h  1 

(5)  X       y   ^     b 


Si  donc 


6        a        4a 


on 


2  2  4 

voit  aisément  que  l'axe  de  la  parabole  sera  la  droite 


(  ■'..••.8  ) 

A|  B|  et  la  laiigente  au  soiiunel  la  droite  B2S,  perpcmlî- 
culaire  à  Taxe. 

De  plus,  si  la  droite  O(o  est  perpendiculaire  à  l'axe,  lu. 
longueur  At  co  est  une  sous-normale  delà  parabole  et  re- 
présente, par  suite,  la  grandeur  du  paramètre. 

4°  Le  lieu  du  sommet  S  de  la  parabole  P,  quand  le 
point  A  se  déplace  sur  Oj?,  le  point  B  restant  fixe,  a  pom 
équation 

•^  "^'^         ^/>j+  g-  =  o, 

obtenue  par  l'élimination  du  paramètre  a  entre  les  dot» 
équations  (5)  et  (4)  de  la  tangente  au  sommet  et    €3k 
Taxe. 

Ce  lieu  est  un  cercle  dont  le  centre  est  au  point 


.r     .  0,      y 

4 

et  qui  passe  par  le  point  B, , 

.T  —  0,     y  - 

h 

'A 

Note.  —  La  môme  question  a  été  résolue  par  MM.  H.  Lez;  J.  -«•^ 
zelle,  élève  du  lyrée  de  Moulins;  H.  Herzog,  du  lycée  de  Ron  * 
H.  Courl)C. 


COKCeUllS  D  ADMISSIO^^  A  L  ÉCOLE  POLYTECHNIQUE 

!»  1880  {*). 


Composition  de  Mathêinatiques, 

On  donne  une  ellipse  et  un  cercle  ayant  pour  cei*-  * 
un  foyer  F  de  l'ellipse. 

(*)  Questions  données  à  quelques  élèves  qui  n'ont  pu  concourir    ^/" 
plus  lard. 


(  ■■■"J  ) 

Oti  domaiiili'  : 

i"  De  trouver  le  lieu  I  du  point  tel  (juc,  si  l'on  inèiiR 
par  ce  point  des  tangentes  à  l'ellipse  et  au  certle,  lis 
coeflîcieuts  angulaires  m  et  m'  des  tangentes  à  l'ellipse 
et  les  coeificients  angulaires  A  et  A'  des  tangentes  an 
cercle  vérifient  la  relation 

2'  De  trouver  l'équation  du  lieu  P  du  poîut  de  con- 
tact des  tangentes  menées  par  un  point  donné  à  tous 
l<!s  lieux  Icoirespondaut  aux  diverses  valeurs  du  carré 
«lu  rayon  du  cercle  ; 

3°  De  construire  le  lieu  P,  lorS(]ue  le  point  donné  est 
situé  sur  le  grand  axe  de  l'eilipsc  ; 

4"  I^e  construire  le  lieu  P,  lorsque  le  point  donné  est 
situé  sur  la  directrice  correspondant  au  loyer  F  de 
l'ellipse. 

Composition  de  Gdomâirie  descriptive. 
Un  cône  et  nn  cylindre  pleins  étant  donnés,  on  en- 
lève leurs  parties  non  communes,  ainsi  que  la  portion  de 


cliaeun  des  deux  corps  qui  se  trouve  au-dessus  du  plan 
l'orizonial  :  représenter  par  ses  projections  le  solide 
restant. 


(  a4o  ) 

Le  cône  est  de  révolution  et  a  son  axe  vertical.  La 
trace  verticale  du  cylindre  est  un  cercle  de  o"*,o4  de 
rayon. 

Ayant  tracé  la  ligne  de  terre  BAC  parallèlement  aux 
petits  côtés  de  la  feuille  et  la  ligne  H  AV  parallèlement 
aux  grands,  la  première  à  o™,oa  au-dessus  et  la  seconde 
a  o",  o3  à  gauche  du  centre  du  rectangle  formé  par  les 
côtés  du  cadre,  portez  sur  ces  deux  lignes  les  quatre 
premières  longueurs  indiquées  par  la  légende  et  la  cin- 
quième sur  CV',  tirez  aussi  HB.  La  droite  qui  a  sa  trace 
horizontale  en  H  et  sa  trace  veiticale  en  V  est  parallèle 
aux  généralrices  du  cylindre  et  contient  le  sommet  du 
cône.  La  trace  horizontale  de  celui-ci  est  tangente  à  HB 
et  à  la  ligne  de  terre.  La  trace  verticale  du  cylindre  est 
située  à  droite  de  CV  et  touche  cette  ligne  en  D. 


GORRESPOKDANCE. 


M.  Ernest  Lebon  nous  prie  de  faire  remarquer  que  la 
propriété  qu'il  a  démontrée  (a*  série,  t.  XX,  p.  i33)  est 
vraie  quand  le  point  d  est  situé  sur  Tun  quelconque  des 
axes  d'une  conique  à  centre. 


ERRATIM  AUX  TABLES  DE  LOGARITHMES  BE  SCHRON. 


lulroduction,  page  x,  second  exemple  :  au  lieu  de 

loglangiS»  33' 40*^  =  1,4447839, 
lisez 

logtang  i5«33'4o''  =  7,4^4 '17839. 

Cette  faute  a  été  signalée  par  M.  Heschc. 


(  ''-^l  ) 

KOTE  SUR  LES  LIMITES  ET  LES  NOMBRES 
ISGOMMENSURABLES  : 

Par  m.  E.  JABLONSKI, 

Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Besançon. 


Dans  la  plupart  des  définitions  ou  des  démonstrations 
rejK)sant  sur  la  notion  de  limite,  on  est  obligé  de  former 
des  suites  de  nombres  constamment  croissants  ou  con- 
stamment décroissants,  et  il  en  résulte  des  difficultés  ou 
des  longueurs  que  l'on  peut  éviter  au  moyen  d'un  théo- 
rème plus  général  que  celui  sur  lequel  on  s'appuie  ordi- 
nairement. 

Je  vais  établir  ce  théorème  en  reprenant  la  suite  d<is 
P'*opositions  qui  y  conduisent. 

Théorème  I.  —  Lorsque  deux  variables  sont  con- 
'^^cimment  égales,  si  l'une  tend  vers  une  limite ,  l'autre 
^^nd  vers  la  même  limite. 

Théoricmb  II.  —  Lorsque  la  différence  de  deux  va- 
i'Î€M,bles  tend  vers  zéro  en  même  temps  que  Vune  d'elles 
^^^zd  vers  une  limite,  l'autre  tend  i^ers  la  même  limite. 

Soient  M  et  ^  deux  variables,  et  u  —  i^  =  a-,  supposons 
(ju.e  V  tende  vers  /  et  a  vers  zéro.  On  a 

^  tendant  vers  zéro  ^  donc 

a  et  p  tendant  vers  zéro  en  môme  temps,    il  en  est  de 
même  de  leur  somme;  donc  u  tend  vers  /. 

Théorème  III.  —  Lorsqu'une  variable  constamment 
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nombres. 


^Qy    ^1>    ^2i     •  •  •  )    ^py    ^qy    ^n     •  •  •  ?    ^ny     •  •  •  5 
^0>     "l>    ^2?      •  •  •  j    ^/>>    ^7»    ^r»     •  •  •  >    ^«)     •  •  •  ) 

507if  telles  que  l'un  quelconque  des  nombres  de  la  pre- 
mière soit  moindre  que  l'un  quelconque  des  nombres  de 
la  seconde,  et  que  la  différence  bn  —  a^  entre  deux 
termes  correspondants  tende  "vers  zéro  lorsque  n  croît 
indéfiniment,  les  deux  suites  tendent  vers  une  limite 
commune. 

La  différence  bn — a,i  tendant  vers  zéro,  il  suffit  de 
prouver  que  la  première  suite  tend  vers  une  limite. 

Soit  ap  un  nombre  de  la  première  suite.  Supposons 
d'abord  qu'il  soit  plus  grand  que  tous  ceux  qui  le  pré- 
cèdent et  qui  le  suivent.  On  a,  par  hypothèse,  quelque 
^rand  que  soit  n, 

Or  bn  —  ci,i  tend  vers  zéro \  donc  a^  et  b^  tendent  veis 
€ip^  et  le  théorème  est  démontré.  Sinon,  on  peut  trou- 
ver, parmi  ceux  qui  suivent  ap^  un  nombre  «r^  «/>•  En 
répétant  le  même  raisonnement  sur  ar^  et  ainsi  de 
suite,  on  voit  que,  si  aucun  des  nombres  de  la  première 
suite  n'est  la  limite  commune,  on  peut,  dans  cette  suite, 
former  une  suite  de  nombres  constamment  croissants. 

oOient  a^m  a^ ,  •  •  . ,  an»  a^^  •  •  • ,  a,n<^  •  •  • ,  a^jif^  •  •  #  ceiie 
suite,  et  an  un  nombre  d'indice  intermédiaire  entre  /;/ 
ei  m'n  et  qui  par  suite  est  moindre  que  a„//.  On  a 

puisque,  par  hypothèse, 

a,„f  <  bn  ; 

donc    a,n/  —  «/i    tend    vers    zéro    lorsque    les    indices 
croissent  indéfiniment.  Les  conditions  énoncées  dans  le 
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ihéorènie  IV  étant  satisfaites,  la  première  suite  tend  vers 
une  limite,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Première  application.  —  Longueur  d'une  circon- 
férence. —  Inscrivons  dans  une  circonférence  une 
suite  de  polygones  convexes  quelconques  dont  le  nombre 
des  côtés  croisse  indéfiniment  d'une  manière  quel- 
conque, pourvu  que  tous  les  côtés  tendent  vers  zéro. 
Soit  DE, . .  un  de  ces  polygones;  par  les  sommets,  menons 
des  tangentes  à  la  circonférence  :  elles  forment  le  polygone 
convexe  circonscrit  ACB.  . . .  Nous  aurons  ainsi  deux 
suites  de  polygones  qui  se  correspondent  deux  à  deux. 

Soient  Un  le  périmètre  de  l'un  des  polygones  inscrits, 
bn  celui  du  polygone  circonscrit  correspondant.  Si  Ton 
fait  croître  n  d'une  manière  quelconque,  on  obtient  deux 


suites  indéfinies.  Le  périmètre  de  l'un  quelconque  des 
polygones  inscrits  est  évidemment  moindre  que  celui  de 
Tun  quelconque  des  polygones  circonscrits;  de  plus,  la 
différence  bn  —  «//  tend  vers  zéro.  En  effet,  on  a  {fig.  i) 


d'où 


DC 

OC 

DF 

OD' 

DC       DF 

IC 

DF 

OD' 

DG      DF 

IC.DF 

^  V  -r-v 

OD 


bn  —  (i„  se   compose  de  la  somme  des  différences  telles 
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que  DC  —  DF  ;  donc 

Soit  a  la  plus  grande  des  flèches  IC^  on  a 

2lG.DF<aSDF     ou      2lG.DF<aa«; 


donc 


0,1  Cl,i  <Z.    /-\T\  *• 


^n  conserve  une  valeur  finie,  et,  toutes  les  flèches  ten 
dant  vers  zéro,  il  en  est  de  même  de  a-,  donc  bn  —  cin 
tend  vers  zéro. 

Il  en  résulte  que,  quelle  que  soit  la  loi  d'inscription, 
les  périmètres  des  polygones  convexes  inscrits  et  circon- 
scrits, réguliers  ou  non,  tendent  vers  une  limite  com- 
xnune,  qui  est,  par  définition,  la  longueur  de  la  circon- 
férence considérée. 

Un  procédé  tout  semblable  permet  de  définir  la 
longueur  d'un  arc  convexe  d'une  courbe  quelconque. 

Deuxième  application.  —  Définition  de  y/2.  —  Soient 
^71  et  n  deux  nombres  entiers,  tels  que 

œ'<^<(^)'' 

ce  que  l'on  peut  toujours  faire. 

A  chaque  valeur  de  n  correspond  une  valeur  de  m  et 
vine  seule. 

Faisons  croître  n  d'une  manière  quelconque,  et  soient 

n  n 

m  ~\-  I      m'-f-  I 


n  n 


y  .     .     . 


les    deux    suites    indéfinies    ainsi   obtenues.    Un    quel- 
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conque  des  nombres  Je  la  première  a  un  carré  moindre 
que  celui  de  Tun  quelconque  des  nombres  de  la  seconde^ 
donc  l'un  quelconque  des  nombres  de  la  première  est 
moindre  que  Tun  quelconque  des  nombres  de  la  seconde. 

D'ailleurs,  la  diflerence  —  de  deux  termes  correspondants 

tend  vers  zéro  ;  donc  les  deux  suites  tendent  vers  une 
limite  commune,  qui  est,  par  définition,  la  valeur  arith- 
métique de  ^2. 

Les  nombres  —  et  sont  les  valeurs  de  \f2  h  - 

n  n  ^  n 

près,  par  défaut  ou  par  excès. 

Troisième  application.  —  Définition  des  nombres 
incommensurables  et  des  opérations  faites  sur  ces 
nombres,  —  Pour  définir  le,  rapport  de  deux  grandeurs, 
on  imagine  d'abord  que  ces  grandeurs  ont  une  commune 
mesure-,  le  rapport  est  alors  le  nombre  fractionnaire 
ordinaire  dont  les  termes  sont  les  nombres  entiers  qui 
expriment  combien  de  fois  chacune  des  grandeurs  con- 
tient la  commune  mesure. 

Cette  définition  ne  subsiste  plus  lorsque  les  deux  gran- 
deurs n'ont  pas  de  commune  mesure  :  il  faut  lui  substi- 
tuer une  autre  définition,  reposant  sur  la  notion  de 
limite. 

Pour  fixer  les  idées,  soient  deux  longueurs  AB  et  CD, 
qui  n'ont  pas  de  commune  mesure.  Divisons  CD  en  /ipar- 


ij;.  2. 


B,     B     B, 


t:  D 


ties  égales,  et  portons  une  de  ces  parties  autant  de  fois 
(|ue   possible   sur  AH  à  partir  de  A  5  supposons  que  l'on 
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puisse  la  porter  ni  fois  et  qu*oii  obtienne  ainsi  le  point  B,  : 
en  la  portant  une  fois  de  plus,  on  dépassera  B  et  on 
obtiendra  le  point  B2.  Quelque  grand  que  soit  w,  on  ne 
tombera  jamais  au  point  B,  et,  en  faisant  croitre  indéfini- 
ment ce  nombre,  on  obtiendra  deux  suites  de  longueurs 
telles  que  ABj  et  AB2,  les  unes  toutes  moindres  que  AB, 
les  autres  toutes  supérieures  à  AB  et  tendant  évidemment 
vers  AB. 
Les  rapports  de  ABi  et  AB2  à  CD  sont  respectivement 

—  et 9  lorsque  71  croît  indéfiniment  5  on  a  ainsi  deux 

suites  illimitées  de  nombres. Tous  ceux  de  la  première  me- 
surant des  longueurs  moindres  que  AB  et  ceux  de  la  se- 
conde des  longueurs  supérieures  à  AB,un  quelconque  des 
nombres  de  la  première  est  moindre  que  l'un  quelconque 

des  nombres  delà  seconde  :  d'ailleurs  la  diilérence  —  entre 

n 

deux  termes  correspondants  tend  vers  zéro  :  donc  ces 

deux  suites,  c'est-à-dire  —  et >  tendent  vers  une 

'  n  n 

«mite  commune  qui  est,  par  définition,  le  rapport  de  AB 
à  CD. 

Cette  définition  n'exige  pas  que  toutes  les  longueurs 
^B|  soient  croissantes,  ni  que  toutes  les  longueurs  ABo 
Soient  décroissantes^  n  peut  croître  d'une  manière  abso- 
^•^Uient  quelconque  sans  que  la  limite  soit  changée. 

£)e  la  même  manière  on  peut  définir  les  opérations  sur 
*^s  nombres  incommensurables. 

addition.  —  Soit  à  définir  fl-f-i,  a  et  b  étant  des 
^^onibres  incommensurables. 

Soient  —  et les  nombres  qui  tendent  vers  a. 

n  n  ^ 

^oiiime  il   résulte   de   la    définition  précédente:   — -  et 

ni 

''il  H- 1  .         j  , 

" — ceux  qui  tendent  vers  o. 


(   t^lS  ) 
Foriiioiis 


///        ///,  m  -h  I         ///| 


H et 

Il         n^  n  n 


Si  l'on  fait  croître /z  et  /i|  d'une  manière  quelconque, 
on  obtient  deux  suites  indéfinit^s  dépareillés  sommes 
dont  le  sens  est  bien  défini,  puisque  les  termes  en  sont 


commensurables.  L*un  quelconque  des  nombres  —  étant 

moindre  que  Tun  quelconque  de  la  suite  >  et  de 

/;?,                .             m       m.  .    , 

même  pour  — >  on  voit  que 1 sera  moindre  que 

1  une  quelconque  des  sommes  telles  que 1 ; 

d'ailleurs,  la  dilîérence  entre  deux  sommes  correspon  - 

daiites  est 1 >  qui   tend   vers  zéro:  donc  ces  deux 

n        ni     ^ 

Kouimes  tendent  vers  une  limite  commune^  qui  est,  par 
définition,  la  valeur  de  a  -f-  A. 

Soustraction.  —  Il  s'agit  de  délinir  a  —  b, 

r.   ,         ni        m  -r-  \  .  y  II 

ooient  —  et les  nombres  commensurables  qui 

n  n  ■ 

tendent  vers  a\  —  et  ceux  (lui  tendent  vers  o. 

Supposons  a^h:^  on  peut  imaginer  que  n  et  n^  soient 

j                      ,,         .            .  m  ^    ni.  -+-  I 
assez  grands  pour  que  1  on  ail  aussi  —  ^ >  et  par 

suite   ^  — -'  Formons  les  deux  dillérences 

n  n^ 

ni        m,  -\-  I  m  -h  i        m, 

î el ^• 

n  //,  n  Hy 

On  \  oit  sans  piîiiie  que,  si  l'on  forme  les  deux  suites  en 
faisant  croître  /i  et  //|,  un  quelconque  des  nombres  de 
la    première    est    moindre    (|uc    l'un     quelconque    des 
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nombres  de  la  seconde:  d'ailleurs,  la  diiréreiice 1 

n        /^l 

tend  vers  zéro  :  donc  ces  deux  did'érences  lendenl  vers 
une  limite  commune,  qui  est,  par  définition,  la  valeur 
de  a —  i. 

On  procède  de  même  pour  toutes  les  autres  opérations^ 
il  est  d'ailleurs  facile  de  définir,  en  général,  une  expres- 
sion telle  quey(j:,  j^,  2,  •  •  Oi  pour  des  valeurs  incom- 
mensurables des  lettres  qui  y  entrent.  Supposons  que 
cette  expression  reste  finie  et  continue  lorsque  x,  j^ 
2,  . . .  ont  des  valeurs  commensurables  comprises  dans 
de  certains  intervalles,  et  soient  a,  i,  c,  ...  des  nombres 
incommensurables  compris  dans  ces  mêmes  intervalles. 

Imaginons  que  Ton  remplace   successivement  x  par 

m       m-\-\  .  .  /•       «  1 . 

—  et )  ou  inversement,  suivant  que  j  croit  ou  de- 

croit  en  valeur  absolue  lorsque  .r  croît,  et  de  même  pour 
J'î  ^5  .  •  •  ^  on  formera  de  la  sorte  deux  expressions  dont 
les  valeurs  seront  bien  définies,  puisqu'elles  dépendront 
de  nombres  commensurables.  Par  le  même  raisonne- 
"lent,  basé  sur  le  tliéorème  général,  on  prouve  que  les 
valeurs  numériques  ainsi  obtenues  tendent  vers  une  li- 
^he  commune,  qui  est,  par  définition,  la  valeur  de 
y  (a,  i,  c,  .  . .). 

Il  y  a  plus  ;  toute  relation 

^t'aiepour  toutes  les  valeurs  de  x^j^^  z,  . . .  commensu- 
^'ables  prises  dans  de  certains  intervalles,  subsiste  si  l'on 
y  remplace  x,j^,  z,  •  •  •  par  des  nombres  incommensu- 
rables a^  b,  c^  ...  compris  dans  les  mêmes  intervalles. 
En  effet,  si  l'on  fait  dans  cp  les  mêmes  substitutions 
H^G  dans/',  on  obtient  des  nombres /'  et  îp',  f  et  cp"^  or 
^^  a,  par  iiypotlièse, 
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lion  de  Tcnveloppée,  et  les  triangles  semblables  }id& 
et  CrfC  donnent  rfB'  :  rfC  =  corde  BB*  :  corde  1 2  BB',  eu 
sorte  que,  lorsqu'on  fait  tendre  B'  vers  B,  on  aura  à  la 

limite  DB  =  —  DC  ou  BD  =  -s  BC  Menant  des  paral- 

12  i3  ^ 


lèles  à  CO,  on  aura  aussi  BE  =  ED  =  -;=  BO,  et   le 

'  i3 

cercle  décrit  du  centre  E  avec  le  rayon  EB  passera  par 
D  et  sera  tangent    au  cercle    décrit  du   centre   O  du 

cadran  avec  le  rayon  OG  =  -5  OB.  L'angle  FEG,  égal 

à  l'angle  BOC,  étant  onze  fois  l'angle  HOG,  tandis  que 

le  rayon  EG  est  —  du  rayon  OG,  l'arc  de  cercle  FG 

aura  la  même  longueur  que  l'arc  GH.  Donc  le  point  F 
est  un  point  de  l'épi cycloïde  décrite  par  le  point  de 
contact  H  quand  le  cercle  EG,  en  partant  de  la  position 
où  il  touche  le  cercle  OH  en  H,  roule  sur  ce  cercle  direc- 
teur OH,  et,  par  conséquent,  le  point  diamétralement 
opposé  D  est  un  point  de  l'épicycloïde  égale  que  décrit 
alors  le  point  A  du  cercle  mobile;  celle-ci  est  donc  l'en- 
veloppe cherchée. 

Si  l'on  divise  le  cadran,  à  partir  du  point  de  midi  A, 
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QUESTIONS  NOUVELLES  tt'ARITIIMÉTIQUE  SIPÉKIEURG 
PROPOSÉES  PAR  M.  EDOUARD  LUCAS; 

(▼olr  3i"  série,  t.  XV,  p.  «3); 

Par  m.  MORET-BLANC. 


1.  Déterminer  le  dernier  chiffre  du  n^^"^^  terme  de 
la  série  de  Lamé  donnée  par  la  loi  de  récurrence 

et  les  conditions  initiales  i/^  =  o,  /^^  =  i . 

Les  derniers  cliîiïVes  forment  nécessairement  nnc  pé- 
riode, qui  recommencera  lorsque  les  derniers  chiffres  de 
deux  termes  consécutifs  redeviendront  les  mêmes.  For- 
mons cette  période  : 

o,   I,  I,  2,  3,  5,  8,  3,  I,  4,  5,  9,  4,  3,  7, 

o,  7,  7,  4,  I,  5,  6,  I,  7,  8,  5,  3,  8,  I,  9, 

o,  9,  9,  8,  7,  5,  2,  7,  9,  6,  5,  I,  6,  7,  3, 

o;  3,  3,  6,  9,  5,  4,  9y  3,  2,  5,  7,  2,  9,  I. 

On  voit  que 

^mine  les  termes  de  rang  60m -h  (i,  16,  3i,  46), 

»  6om-h(2,   3,9,20,23,29,42,60), 

»  6o7;i  -h  (4,  37,  55,  58), 

»  6o7?^  +  (5,  8,  i4,  27,  45,  4??  48,  54), 

»  60m  H-  (10,  i3,  19,  52), 

»  60m  -h  (6,  II,  21,  26,  36,  4',  5i,  56), 

»  6o7?i  -h  (22,  4o,  43,  49)^ 

»  6o77i  -1-  (i5,  17,  18,  24,  35,  38,  44?  47)1 

»  60 772  -h  (7,  25,  28,  34), 

»  6o77i  -\-  (12,  3o,  32,  33,  39,  5o,  53,  59); 

"'  peut  être  o. 

Au  moyen  de  ce  tableau,  le  reste  de  la  division  de  n 


(  '>i55  ) 
Les  restes  successifs  seront,  rraprès  la  formule  (i), 


^p—mj    '^p— j/rt>    '^p— 3/n 


y    •  •  •  ) 


jusqu'à  ce  que  l'on  passe  d'un  indice  positif  à  un  indice 
négatif.  Soient  p'  le  plus  petit,  q'  le  plus  grand  des  deux 
indices  en  valeur  absolue,  et  tf — p'=m!y  on  aura  en- 
suite 

et  ainsi  de  suite.  En  d'autres  termes,  les  restes  seront  des 
termes  de  la  série  ayant  pour  indices  les  restes  qu'on 
obtiendrait  si,  dans  la  reclierclie  du  plus  grand  commun 
diviseur  entre  p  et  m,  on  faisait  les  divisions  par  sous- 
tractions successives. 

Les  restes  sont  ainsi  exprimés  en  termes  de  la  série 
dont  les  indices  sont  fonctions  de  /7  et  q.  Nous  verrons 
plus  loin  l'expression  d'un  terme  de  la  série  en  fonction 
de  son  indice. 

3.   Traiter  les  mêmes  questions  pour  la  série 

Oj       Ij      2}      ù  ^       *-^  y      ***> 

données  par  la  loi  de  récurrence 

et  généralement  pour  les  séries  récurrentes  du  premier 
genre  données  par  la  loi 

dans  laquelle  a  et  b  désignent  des  nombres  premiers 
entre  eux. 

La  période  des  derniers  chiffres  se  forme  de  la  même 


(  aj6  ) 
manière^  elle  osl,  pour  la  première  série, 

o,   I,  2,  5,  2,  9,  o,  9,  8,  5,  8,   i; 

0  termine  les  termes  de  rang   12m -+-(1,7), 

1  »  1 2  7/1  H-  (  2 ,  1 2  ) , 

2  »  12m  -h  (3,  5), 
5                         ))  12m  -4  (4>  10), 

8  »  i2/n  -f-  (9,  1 1  ), 

9  »  12m  -h  (6,  8). 

Aucun  terme  n'est  terminé  par  3,  4?  5,  6. 

Les  formules  qui  expriment  les  restes  obtenus  dans  la 
recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  de  Up  et  iiy 
en  termes  de  la  série  restent  les  mêmes  que  pour  la  série 
de  Lamé. 

Considérons  la  série 

o,   I,  a,  a^-\- bj  a^-h2ab,  a^-^  3a^b -h  b^, 
a>-h\a^b-h^ab\  a'-^  5a^b -h6a^b^-h  b^,  ..., 

dont  la  loi  de  récurrence  est 

Si  Ton  prend  les  termes  de  m  en  /;i,  et  qu'on  désigne 
par  <^  les  termes  de  la  série  obtenue,  on  aura 


«H- -2  —  -^  »  n-hl  -\-  ^      ♦  /i  > 


suivant  que  m  est  pair  ou  impair,  avec 

J 

nombre  entier. 

Si  Ton  a  soin  de  supprimer,  dans  chaque  reste  obtenu 
dans  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  de  Up 
et  Uy,  le  facteur  b'"^  qui  est  premier  avec  le  diviseur, 
puis  Z>'"',  quand  on  sera  ramené  à  chercher  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  Upf  et  Ugf^  ...,  la  loi  des  restes 
sera  la  même  que  dans  les  deux  cas  déjà  considérés. 


(  -~K  ) 

•  Trouver  V expression  générale  du  terme  de  la 
sér^r^,  en  supposant  Mq=o,  M|=  i,  quelles  que  soient 
les"    ^^aleurs  de  a  et  b, 

a  fonction  génératrice  de  la  série  est 


-ax b.r'       i_^a-h\/a'-^-\h  \  (  a -h\^^a'-^  f^b 


( 


ûT — ; -\-œ 


2  b  J  \  2  b 

b        /  i  I 


'^b  *^  ^  ^^/ 

Un  est  le  coefficient  de  x'^"*  dans  le  développement  de 
cette  fonction  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes 
de  ce  5  on  a  donc 

^^_        ^        \fa-^^fâ^TJbY      fa-^J^^Jby] 

Ou 

1.2.6 

Si  Ton  fait  a  =  i ,  i  =  i ,  on  a,  pour  la  série  de  Lamé, 

I 


et,  en  faisant  a  =  2,  é  ==  i ,  on  a,  pour  la  série  du  n"  3, 

"»=;^-[(i+v'^)"-('-v/ï)"J- 

Nous  avons  obtenu  les  restes  de  la  reclierclie  du  plus 
grand  commun  diviseur  entre  Up  et  k^,  exprimés  eu 
termes  de  la  série  dont  les  indices  sont  fonctions  de  j? 
et  q-^  on  pourra  donc  exprimer  les  restes  eux-mêmes  en 
fonction  de  p  et  q, 

Ann.  de  Mathémac,  2*  sério,  t.  XX.  (Juin  1881 .)  I7 


l/p  = 


.  (  '258  ) 
5.  Si  />  désigne  un  nombre  premier  et  Up  l'expression 

démontrer  que  Up^i  est  divisible  par  p  si  h  est  un  non- 
résidu  quadratique  de  p^  et  que  Up^t  est  di\>isible  parp^ 
en  exceptant  les  valeurs  de  a  pour  lesquelles  a-  —  b 
est  dis^isible  par  p^  si  b  désigne  un  résidu  quadratique 
de  p. 

On  a 

'''-''^: — "Tz 

Développant  et  supprimant  leâ  termes  qui  contiennent 
le  facteur  /?,  on  a 

Up^i^2{p -\-i)a\aP-^^-h  b   '  )     (mod.p). 
Or 

aP-^^i     (mod. /?)  (théorème  de  Fermât), 

et,  b  étant  un  non-résidu-  quadratique  de  p^ 

b   '   ^  —  I      (mod. />); 
donc 

Up^^^o     (mod./?)'.  c.  Q.   F.  D. 

On  a 

^  —  2a\af'-^-h-aP-H}-haP-''h^^...-hb   *  / 

=  ' ■ ; ^^ T-^^ — ; (mod.p)- 

Le  numérateur  ^  o(mod.  p),  c'est-à-dire  qu'il  est  di- 
visible par  p\  donc,  si  a- —  b  n'est  pas  divisible  par /^^ 
M^_i  le  sera  nécessairement. 

c.    Q.    F.    D. 


(  2'>9  ) 
8.  Résoudre  complètement  l'équation 

œ^  -\-  {x  -\-  if  -\-, .  ,^[x  -\-  {n  —  i)Y  —  y^ 
pour  les  "valeurs  de  n  égales  à  2,  11,  23,  24. 

j7*H-(^  +  i)2  +  ...-h  [^4-(n  — i)]* 

_          ,           .           n(n  — i)(2n  — i)  , 

=i/ij;'H-  n{n  —  i)  œ  -\ -^ r=:  y. 


i  **  Soît  «  =  2  : 

1X^-\-1X  -\-  I  =  y*rr: 


/        m    \ 


2  m  m^     ^      m 


=  H X-] ^  x^j     —  >i, 

H  n^  n 


d'où 

2n(m  —  /i  ) 


X  -=1 


in^  —  ni^  ^ 


X  sera  entier  et  positif  si  Ton  a 

in^ — A/i^  =  i     ou     2/i* — m*  3=  2. 

Dans  le  second  cas,  m  doit  être  pair^  posons  alors 
/n=  2m'. 

On  a  à  trouver  les  solutions  des  deux  équations 

(i)  m} — in^   =3 — I, 

(2)  /i*  —  2  m!^  =  I . 

Elles  seront  données  par  les  réduites  de  rang  pair 
pour  (  I  )  et  de  rang  impair  pour  (  2  )  dans  le  dévelop- 
pement de  ^2  en  fraction  continue.  On  obtient  ainsi  les 
doubles  séries  de  valeurs 

/wi=i,  7,  4i,  289,  1893,  8119,  ..., 

nrzzi,  5,  29,  169,  985,  5741,  ..., 

nizino,  4>  24,  i4o,  816,  47^6,  ..., 

nzzzi,  3,   17,  99,  577,  3363,  .... 


On  en  déduit  les  deux  séries  de  vaict«.~ 

XT=i     o,  20,  696,  28660,  808760,  27804196,    ..., 
07==: — I,     8,   119,     4o59,   187908,     4684659,    ..., 

qu'on  peut  réunir  en  une  seule 

r=: — I,  o,  8,  20,    119,  696,  4o59,  28660,   187908,  808760, 

dont  la  loi  de  récurrence  est 

2*"  Soit  «  =  1 1  ; 

1 1  o-*  -h  1 10  j"  4-  1 1  X  35  =  1'* 


ou 


1 1  ( .r  H-  5  )*  -H  1 1 o  =11  j', 

V*  —  1 1  (  .r  H-  5  )'  =L  1 1  o. 
Posons 

y  =  ±ii(d^-h5  — 10  m), 

j^  étant  évidemment  un  multiple  de  1 1  ;  l'équation  de- 
vient, en  divisant  par  1 10, 

(o?  ■+•  5 )*  —  22  w  -h  1 10  m'  =  I , 

et,  en  posant  j?  -f-  5  —  1 1  m  =  riz  .r i , 

x\  —  I  I  M*  =  I . 

Les  valeurs  de  x^  et  de  u  sont  données  par  les  ré- 
duites de  rang  impair  dans  le  développement  de  ^i  i  en 
fraction  continue  \  ce  sont 

a:i=ii,   10,   199,  8970,  79201,   i58oo5o,    ..., 
w=o,     8,     60,   1197,  28880,     476408,   ..., 

et,  comme  x  =  1 1  m  —  5  zp  x<,  on  a  les  deux  séries  de 
valeurs  de  x 

j7i=i:  — 6,   18,  456,     9192,   188474»  8660878,    ..., 
x^=L  —  4>  38,  854,   17 182,  341876,  6820478,    ..., 


(  -^6.  ) 
et  les  deux  séries  de  valeurs  correspondantes  de  r 

jznii,     77,  1629,  3o5o3,     6o853i,   ..., 
j  =  ii,   143,  2849,  56837,   1133891,   

La  loi  de  récurrence  pour  chaque  série  est 

Un-i-z  =  2  I  (  M„_Hj  —  M,n.i  )  -H  a„. 

3°  Soit  /i  =  23  : 

23^^H- 23  X  22  j; -h  23  xi65  =  x^ 
ou 

j2._23(^-f-Il)2  =123x44 

(y  est  multiple  de  23). 

Posons 

y  =:±:  23(j7  -h  1 1  —  22 m); 

1  équation  devient,  en  divisant  par  23  X  22, 

(j7  ~H  II  —  2^uy —  23w*T=  2, 
ou,  en  posant  a:-f-ii  —  24M  =  =t:J^o 

^5 —  23m^=:2. 

Les  solutions  de  cette  équation  sont  données  par  les 
réduites  de  rang  pair  correspondant  au  quotient  complet 

de  dénominateur  2  dans  le  développement  de  ^23  en 
fraction  continue;  les  dénominateurs  des  quotients  com- 
plets sont 

7'  ■^y  7>  ^>  7>  ^'  7»  '>   .... 

5 
Une  seule  réduite  satisfait  à  la  question  :  c'est  -• 

On  a  donc 

d?izz:5,       U:=^ly       d'où       a;=:l2Zp5, 

^==  7>   ,r—  92, 

^  --  17,      y  — -z  i38. 


(    26'2    ) 

En  donnant  à  u  la  valeur  —  i ,  on  aurait  les  solutions 
négatives 

a^-==i — 29,      J?=:: — 89. 

4**  Soit  n  =  24. 

24^* -h  24x23^r4-4x  23x47=J^* 
ou 

6(2d?-+-  23)'-Mi5o  =  r*. 

2X-f-  23,  I  i5o  et  j^  étant  premiers  entre  eux  deux  à 
deux,  on  peut,  si  Téquation  est  résoluble,  satisfaire  à 
l'équation  indéterminée  du  premier  degré 

j  =  /i(2^-f-23)  —  ii5oa, 

où  y  et  a:  seraient  des  valeurs  données  satisfaisant  k  l'é- 
quation du  second  degré,  et  ti  et  u  des  indéterminées*. 
Substituant  cette  valeur  de  j^,  on  a 

(n*  —  6)  (2 ^  +  23)2 —  23oo wa (2  j?  -h  23)  -t-  i  i5o* a*  ==  i i5ç. 
Il  faut  que  tï-  —  6  soit  divisible  par  1 1 5o  ;  or, 

34* — 6  =  1  i5o. 
Posons  donc  n  ==  34  et  divisons  par  1 1 5o  ;  il  vient 

(2j7-f-23)2 —  6Su{2a;  -\-  23) -h  ii5oa*=i 
ou 

(20;  -h  23  —  34m)* —  6u*=ziy 

ou,  en  posant  2  j:  =  23  —  34^  =  zt  a?i , 

Les  solutions  de  cette  équation  sont  données  par  le 

réduites  de  rang  impair  dans  le  développement  de 
en  fraction  continue  ^  ce  sont  : 

*r,=  i,  5,  49,  485,   4801,  47^25,  47^449»  46^6965,   ...  ^ 
a:=o,  2,  20,  198,    i960,  19402,   192060,  1901198,   ...^ 

34  w  —  23  zh  j^i 

.r  — , 


(  'jM  ) 
d'où 

<r  n:^ —  II,  25,  353,  3597,  35709,   353585,  35oo283,   . . . , 
^=1  — 12,  20,  3o4,  3ii2,  3ogio8,   3o6o66,  3029784,   ... , 

|)uis 

r=:34,  182,  1786,  17678,   ..., 

y  =  34,   i58,  i546,  i53o2 

La  lai  de  récurrence  pour  chacune  des  quatre  séries  est 

-    9.  Démontrer,  sans  se  sennr  de  la  Table  des  nombres 
premiers,  que  2'*  —  i  est  un  nombre  premier . 

2»i— 1  =  2147483647, 

dont  la  racine  carrée,  à  une  unité  près,  est  4634o. 

Il  faut  démontrer  que  2^*  —  i  n'est  divisible  par  aucun 
nombre  premier  inférieur  à  4634o. 

Or,  2^*  —  I  n'admet  que  des  diviseurs  de  la  forme 
62  m  -h  I,  et  comme  ils  doivent  diviser  aussi  2^2 —  2,  qui 
est  de  la  forme  t^ — -  2142.  et  n'admet  que  des  diviseurs  de 
la  forme  8/n-+-i  et  8m -+-7,  les  diviseurs  de  2^* — i 
doivent  être  de  la  forme  248  m  4-  i  ou  248/71  h-  63. 

Il  y  a  (  — T^  J  =  186  nombres  de  chaque  forme  infé- 
rieurs à  46340,  parmi  lesquels  on  peut  supprimer  ceux 
<|uî  ne  sont  pas  premiers. 

A  cet  effet,  je  représente  les  1 86  nombres  de  chaque 
«érie  par  son  numéro  d'ordre  i,  2,  3,  4»  •  •  •  ^  186. 

Considérons  d'abord  les  nombres  248  m  -H  i . 

Soient  p  un  nombre  premier,  r  le  reste  de  la  division 
de  248  par  //,  et  n  le  numéro  d'ordre  du  premier  terme 
divisible  par^^  on  aura 

t  -\-  nr  :=!  nip     on     mp  —  nr  ^rz  1 . 


(  -^M  ) 


Il  sera  donné  rapidement   par  la   réduction  de  —  en 

fraction  continue',  ce  sera  le  numérateur  de  Favant-der- 
nière  réduite,  pris  avec  le  signe  +  ou  le  signe  —  suivant 

que  cette  réduite  est  de  rang  pair  ou  impair,  -  étant  la 

première.  S'il  est  négatif,  on  le  remplacera  parle  com- 
plément à  p.  On  effacera  les  nombres  n-hhp. 

Pour  les  nombres  248/72 -h  63,  il  faudra  multiplier 
cette  valeur  de  n  par  le  reste  de  la  division  de  63  par  p 
et  supprimer  le  multiple  de  p  contenu  dans  le  produit. 

En  opérant  ainsi,  et  ayant  égard  aux  nombres  pre- 
miers <^  263,  il  ne  reste  dans  la  première  série  que  les 
termes 

6,  II,  17,  21,  2^,  26,  2g,  32,  35,  36,  4i> 

45,  47,  5o,  59,  62,  66,  71,  74,  80,  81,  87, 

89,  92,  95,  96,  io4,  io5,  iio,  III,  116,  117,  120, 

125,  126,  i46,  147,  i5o,  i55,  161,  162,  171,  176,  180^ 

182,  186, 

où  n  représente  248/2  -}-  i,  et  dans  la  seconde  série 

r,  5,  10,  il,  20,  22,  25,  37,  46,     47>  ^2, 

58,  62,  65,  68,  76,  82,  85,  86,  95,  ii3,  118, 

121,  122,  125,  ï36,  137,  142,  143,  i48,  i63,   166,  167, 

170,  172,  173,  176,  178,  i85, 

où  71  représente  248/1  H- 63. 

En  tout,  85  diviseurs  à  essayer. 

Si  Ton  écrit  les  produits  de  248  par  les  neuf  premiers 
nombres ,  tous  ces  diviseurs  s'obtiendront  immédia- 
tement ou  par  Taddition  de  deux  nombres. 

Trois  snuleinciit,  3ii,  i3o3,  1489,  donnant  des  quo- 
tients de  sept  chiffres,  on  vérifie  par  la  division  ordi- 
naire qu'ils  ne  divisent  par  2147483647-  Pour  tous  les 


(  ^65  ) 

autres,  on  peut  opérer  par  logarithmes^  les  Tables  à 
7  décimales  donnent  avec  certitude  le  dernier  chiffre  du 
quotient,  et  Ton  ne  conserve  que  les  diviseurs  dont  le 
dernier  chiffre  multiplié  par  le  dernier  chiffre  du  quo- 
tient donne  un  produit  terminé  par  7. 

Cette  condition  n'est  remplie  que  par  les  nombres  sui- 
vants : 

.  (      5953,     17609,     i8353,     20399,     21 143, 

Diviseurs  . . .   { 

f    27281,     29761,     323o3,     40487. 

.  (360739,   121953,   1 17009,   106273,   101559, 

Quotients . . .  J 

f    78717,     72107,     66479,     53o4i. 

Les  preuves  par  9  et  par  1 1  montrent  que  le  produit 
de  l'un  de  ces  diviseurs  par  le  quotient  correspondant  ne 
peut  pas  être  égal  à  2 147  483647  ;  donc  ce  nombre,  n'ad- 
mettant pas  de  diviseur  inférieur  à  sa  racine  carrée,  est 
un  nombre  premier.  c.  q.  f.  d. 

Note.  —  Il  reste  à  résoudre  les  numéros  6  et  7. 


CORRESPONDANCE. 


Extrait  d'une  Lettre  de  M,  Haillecourt, 
inspecteur  honoraire  de  l*  Université, 

Le  principe  invoqué  par  M.  Barbarin,  dans  sa  Note 
sur  le  planimètre  polaire  (  voir  2®  série,  t.  XIX,  p.  212), 
pourrait  s'énoncer  ainsi  (^voir  la  figure)  : 

Pourvu  que  B'A'  =  BA,  B  et  B'  étant  sur  une  même 
circonférence  qui  a  C  pour  centre.  L'angle  ACA'  est 
invariable. 

Pour  s'assurer  de  la  fausseté  de  ce  prétendu  principe, 
il  n'est  nécessaire  que  d'examiner  un  des  nombreux  cas 


I 


(  ^67  ) 
d'une  translfition  rectiligne  A'' A'  dans  le  seus  du  rayou 
vecteur CA'(yig^»  i). 

Fig.  I, 


!•  L'effet  de  la  rotation  est  de  faire  tourner  les 
rayons  CA,  CO,  CB  de  l'angle  dto  5  donc,  en  employant 
les  mêmes  notations  que  dans  mon  précédent  Article 
(p.  i2i2-2i5)  et  en  désignant  par  dS  l'arc  de  cercle  00", 
on  a 

p»— —  (a'+c»— ^«)—  -f-  {a-hb)dScosCOB; 

dans  ce  mouvement,  la  roulette  a  enregistré  la  quantité 
dS  cos  COd  =  dii^  et  l'on  a 


p«  —  r=  (a* -^c^--.b^)  —  -h(a-h  b)du. 


a**  Analysons  maintenant  reffet  de  la  translation  du 
point  A  suivant  A" A'.  Ce  mouvement  peut  lui-même  être 
considéré  {fig*  a)  comme  la  résultante  d'une  translation 


(  268  ) 

parallèle  qui  transporterait  A'^B''  en  A'B'^^,  suivie 
rotation  autour  de  A'  qui  porte  enfin  A'B''^  suivan 


Fig.  2. 


C<- 


/\[^ 


»" 


Dans  la  translation  parallèle,  le  point  O  décrit  la 
(y'Çy"  =.  A" A'  et  la  roulette  enregistre  un  nombr 

à  O'^Cy^^inO^^''. 

Dans  la  rotation,  le  point  O"'  décrit  Tare  O'^^O' 
roulette  indique  un  nombre  qui  est  précisément  1 
gueur  de  cet  arc  5  doiic  l'indication  totale  de  la  r( 
pour  le  passage  de  O"  en  O'  est  la  somme  algébriq 

quantités  O'^'O'  et  (y'O"  sinO^WÀ.''. 

Désignons  un  instant  par  a  l'angle  CA'^B'^et 
Tangle  A"CB";  l'indication  totale  d^  de  la  roulette 
le  passage  de  CV'  en  O'  est  donc 

d^  =:  A^'A'sin  a  -h  adi., 

da  étant  Tangle  É'AIB^'.  Mais 

p  =  G  A''  =1^  b  CCS  P  4-  (a  -f-  c)  ces  a  ; 


donc 


r/p  =  A"A'r=: —  b  sin^r/p  —  (a  -}-  c)  sinac/a, 


(  2C9  ) 

ohc 

dv  =:  —  b  sin p  sinoid^  —  (a  -4-  c)  sin* a  c^a  4-  «âfa, 

nfin,  dans  le  triangle  cB"A",  on  a 

b  a-\-  c 

sin  a         sin  fi  ' 
lonc 

b^ 
dçz=: sin^Sc^S  —  (a-\-c)  sin^a^a-h  adoLi 

lar  conséquent,  en  définitive,  l'indication  de  la  roulette 
our  le  déplacement  élémentaire  du  point  A  au  point  A' 
st  la  somme  algébrique  du~\-  dv.  L'indication  totale 
orrespondant  au  secteur  plan  CPQ,  balayé  par  le  pla- 
limètre,  est  par  conséquent 

fdu  4-  fdv  =  U  H-  V, 
vec  la  relation 

aire  CPQ  =  (««  +  c^  —  b^)  "^IH^  -+-  (an-  6)U. 

Admettons  maintenant  qu'on  fasse  décrire  à  la  pointe 
kûn  contour  yèrme  quelconque.  Je  dis  que  Tintégrale  V 
st  nulle.  En  effet 

/''''  =  - ^c/^-'P^P 

—  (a  -H  c)fsin^ctdoL  4-  afdoL. 
Dr 

/sin* a^a  =1  -  a  —  V  sin  2 a, 
2  4 

rsin*p^?=:-?^7sin2p, 
donc 

+  (  a  H- c  I  (  -  sin2a aj-haoL. 


(  =^-3  ) 
la  somme  des  moments  des  quatre  forces  par  rapport 
à  ÂB   est   nulle;  il  en  est  de  même  de  la  somme  des 
moments  des  forces  par  rapport  à  AG  et  à  BC. 

Si  donc  Taxe  du  couple  résultant  n'est  pas  nul,  il  doit 
être  dirigé  perpendiculairement  à  la  face  ABC  \  mais  il 
doit  aussi  être  perpendiculaire  aux  trois  autres  faces  du 
tétraèdre,  ce  qui  est  impossible.  Il  faut  donc  admettre 
qu'il  est  nul. 

Remarque.  —  Le  théorème  que  je  viens, de  démon- 
trer peut  encore  servir  à  démontrer  le  suivant,  qu'on 
donne  souvent  comme  exercice  de  Mécanique  : 

Si,  aux  centres  de  gravité  des  faces  d'un  tétraèdre , 
on  applique  quatre  forces  perpendiculaires  à  ces  faces 
et  proportionnelles  à  leurs  aires ,  elles  se  font  équi- 
libre. 

En  effet,  les  centres  de  gravité  des  faces  d'un  tétraèdre 
sont  les  sommets  d'un  second  tétraèdre  homothétique  au 
premier  par  rapport  à  son  centre  de  gravité. 


Extrait  d' une  Lettre  de  M.  Gambej. 

Permettez-moi  d'attirer  Tattenlion  de  vos  lecteurs  sur 
un  mode  de  description  des  courbes  du  second  ordre 
qui  me  semble  peu  connu. 

Soient  deux  droites  rectangulaires  indéfinies  HI,  KL, 
qui  se  coupent  en  P.  Prenons  deux  points  fixes  A  et  B 
sur  la  première  et  un  point  quelconque  G  sur  la 
seconde.  Traçons  AG  et  BG  :  élevons  en  A  une  perpen- 
diculaire sur  ACquî  coupe  BG  en  M,  et  sur  BC,  au  point 
B,  une  autre  perpendiculaire  qui  coupe  G  A  prolongée  en 
iVr  :  si  le  point  G  décrit  la  droite  KL,  les  points  M  et  M' 
décrivent  deux  coniques  de  même  espèce.  Gette  espèce» 
dépend  des  positions  relatives  des  points  A,  B  et  P. 

^nn.  {Je  Mnthémnt.^  '}.*'  9,Qv\oA.  X\.  (Juin   l'^Si.)  l8 


(  ^7^  ) 
imaginaires  et  2c,  ac/Ies  distances  focales,  on  a  les  rela- 
tions 

Supposons  enfin  que  le  point  B  s'éloigne  indéfini- 
ment du  point  A ,  qui  reste  fixe,  ainsi  que  le  point  P. 

X^'excentricité  i  /  yr^  tend  vers  i ,  et  Tellipse  et  Th yper- 

bole  lieux  des  points  M  tendent  toutes  deux  à  se  con- 
fondre en  une  parabole  unique,  dont  le  sommet  est 
en  A  et  dont  l'axe  est  sur  AB.  Si  Ton  fait  AB  =  oo  ,  et 
qu'on  pose  AP  =  ay:?,  l'équation  de  la  parabole  sera 
j^*  =r:  ±  npx^  suivant  que  le  point  P  sera  à  gauche  ou  à 
droite  du  point  A.  Dans  ce  cas,  le  point  M  est  l'intersec- 
t.ion  de  la  perpendiculaire  élevée  en  A  sur  AC  et  d'une 
parallèle  à  la  droite  HI  menée  par  le  point  C. 

Ainsi,  quelle  que  soit  l'espèce  de  la  conique  à  décrire, 
la  construction  reste  la  même. 

P,  S.  —  Ce  qui  précède  m'a  été  suggéré  par  l'examen 
d'un  cas  particulier  de  la  question  suivante  : 

Soient  pris  deux  points  fixes  KetY^  sur  une  ellipse.  On 
trace  par  A  une  sécante  quelconque  qui  coupe  de  nou- 
veau  l'ellipse  en  C,  on  trace  BC  et  Von  élève  en  B  une 
perpendiculaire  sur  BC.  Cette  perpendiculaire  coupe 
AC  en  M  :  lieu  de  M.? 

On  trouve,  dans  le  cas  général,  une  équation  du  qua- 
trième degré,  décomposable  en  trois  facteurs,  dont  deux 
représentent  la  droite  AB  et  la  perpendiculaire  à  cette 
droite  au  point  B,  et  l'autre  une  conique. 

Le  cas  particulier  est  celui  où  les  deux  points  A  et  B 
sont  aux  extrémités  d'un  axe.  Alors  la  conique  elle- 
même  se  change  en  une  droite  perpendiculaire  sur  AB. 
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NOTE  RELATIVE  A  LA  QUESTION  4210 

(yolr  a'  série,  l.  XVI,  p.  52.1); 

Par  m.  V.  HIOUX. 


Trouver  V enveloppe  d* une  sphère  qui  coupe  ortho- 
gonalement  une  sphère  fixe  donnée  et  qui  demeure  tan- 
gente à  un  système  de  trois  diamètres  conjugués  d'unc: 
surface  à  centre  du  second  degré  également  donnée, 

La  solution  publiée,  a®  série,  t.  XVI,  p.  SaS,  est  trè^ 
simple  et  très  élégante,  mais  elle  n'est  pas  complète. 

Nous  nous  proposons  de  reprendre  et  d'achever  la  so- 
lution du  problème.  Etablissons  pour  cela  quelques  pré- 
liminaires. 

I.  Si  un  cône  du  second  degré  a  pour  équation 

pour  que  ce  cône  soit  capable  d'un  trièdre  ayant  sf^. 
arêtes  parallèles  à  trois  diamètres  conjugués  d'un  ellip- 
soïde ayant  pour  demi-axes  «,  A,  c,  il  faut  et  il  suffît  que 
l'on  ait  la  relation 

(i)  Ma*-+-N62  4-Pc2=o    {[). 

II.  Appelons  (D)  une  déférente  anallagmatique,  (S) 
la  sphère  directrice  de  centre  O  et  de  rayon  R,  (P)  le 
plan  tangent  au  centre  de  la  sphère  variable  S  dont  on 
cherche  l'enveloppe. 

Du  point  O  abaissons  sur  le  plan  (P)  la  perjpendicu- 
laire  0[jl',  qui  rencontre  2  en  m  et  m',  points  équidi- 

(')  Nouvelles  Annales,  'x"  série,  t.  lï,  p.  4^9. 


I 


slants  de  [jl'.  On  sait  que  m  et  ni!  sont  les  points  de  con- 
tact de  2  et  de  son  enveloppe. 

Sur  0[Ji',  marquons  un  point  [jl  tel  que  l'on  ail 

Le  point  |JL  étant  le  pôle  du  plan  (P  )  par  rapport  à  (S), 
It»  lieu  du  point  [jl  est  la  polaire  réciproque  (ly)  de  (D"^ 
par  rapport  à  (S).  Or,  si  Ton  désigne  par  x^j^ ,  z  les  coor 
données  du  point  m,  et  par  od ^y\  z'  celles  du  point  jjl, 
on  a 


X^: 


-  ^2  ^  yï_^  ^2  _^  R2 

(  2  )  >  r  =^ =- j 

2R2C 

^'r—  - — 


^'-Hj'  +  -'-+-H^ 


Ces  formules  sont  de  M.  Darboux  [ylwiales  de  l* École 
2\ormale,  i864)*  On  peut  d'ailleurs  les  établir  comme  il 
suit  : 

Les  coordonnées  du  point  m  étant  x,  j ,  ^,  celles  du 
point  m'  sont 

Vi^œ  R^v  R«^ 

^* -+-/*-+-  2*  a?2 -H  j2  _^- ^2  »        ^2_,^^2_^^2' 

puisque  Ton  a 

'   Om.Om'rzrR^ 

Le  plan  (P),  perpendiculaire  sur  Om  et  également  dis- 
tant de  m  et  de  /w',  a  pour  équation 

jlX  -h/Y  -h  zL  =  1(^-2  +^v'  -f-  -^  -H  R'). 

Le  même   plan    (P)    est    le    plan  polaire   du    point 
^[dd^y^  z!)  par  rapport  à  la  sphère  (S),  représentée  par 

X^-hY2-i-Z2~R2. 


(  -78  ) 
On  a  donc  encore,  pour  Téquation  du  plan  (P), 

En  identifiant  ces  deux  équations  du  même  plan,  oi 
obtient  les  formules  (  2  ). 

III.  Lorsque  la  déférente  (A)  est  une  surface  du  se 
cond  ordre,  on  peut  toujours  supposer  son  équation  n 
menée  à  la  forme 


(D)  =  A^-2 -H  Ay  +  AV  -h  2C jc -h  2Cy-f  2C/Z  —  F 
Alors,  si  Ton  pose 


C2       C 


'2 


r/= 


la  polaire  réciproque  (ly)  de  (D)  par  rapport  à 

(S)  =  ^2  _|_^.2  _,_  ^2  _  R2  _  o 

est  représentée  par  l'équation 


(13')  -  H 


i/'2 


-/2\ 


A'    '    A') 

C'y'  ^  GV 

^  ""   A'' 


-hRM  =0. 


L'emploi  des  formules  (2)  donne,  pour  Téquatiou   cl*^ 
la  cyclide. 


/.^.2  ^,2  -2\ 


(3)   ; 


.2_i_  ^»2_i_  -2 


œ^-^-V-hz^'-h  -  r— 


iCx       iC'y      iC'z 


h 


-v-RM  ^0. 


Si,  dans  cette  équation,  on  pose 

le  premier  membre,  après  suppression  du  facteur  com- 
mun 4»  devient  identique  à  celui  de  (D')  débarrassé  des  ac- 
cents de  x^j^  z.  Donc  la  cyclide  passe  par  la  courbe  sphé- 
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l'ique  d'intersection  de  (S)  et  de  la  polaire  réciproque  de 

la  déférente  par  rapport  à  (S). 

IV.  Ces  préliminaires  posés,  nous  indiquerons  simplc- 
[nent  la  marche  de  la  solution. 

Prenons  pour  axes  coordonnés  trois  droites  rectangu- 
I aires  OX,  OY,  OZ  parallèles  aux  axes  2 a,  ib  et  ic  de 
l'ellipsoïde  donné. 

Soit  M  (a,  p,  y)  le  centre  d'une  sphère  variable  S  cou- 
pant orthogonalement  la  sphère  directrice 

(S)  =  ^2  _^  j2  H-  z^  —  R2  —  o. 

L'équation  de  S  est 

f{x^  y,jz)=^x^-\-f^-\-z^  —  2  ad:-  —  2  p  y  —  2  v 2  +  R*  —  o. 

Soit  C  (Xi^j^i  î  ^i)  le  centre  de  Tellipsoide,  et  soit  P  =  o 
B  plan  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  S. 
Le  cône  de  sommet  C  circonscrit  à  S  a  pour  équation 

a    représentant   par  J\    le  premier  membre  de  f  pour 
Les  coefficients  des  termes  enx-,  j-  et  z^  sont 

/i-"(^i-«)s  /l-0'l-P)^  /i-(-i-ï)^. 

En  les  multipliant  respectivement  par  «*,  b'^  etc',  puis 
ajoutant,  on  doit  avoir 

Cette  équation  représente  le  lieu  du  point  M.  Elle  est 
du  second  degré  en  a,  p,  v  et  ne  renferme  pas  les  rec- 
tangles de  ces  variables.  On  est  ainsi  ramené  au  problème 
traité  au  §  III. 


(  'j^So  ) 


SOLUTIOiXS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES 


Question  329 

voir  i"  série,  l.  XV,  p.  3o.l  )  ; 

Par  m.  a.  GEx\EIX-MART1N. 

Dans  une  progression  géonwtri(/ue  de  i/uatr^^ 
termes,  on  donne  la  somme  des  antécédents  et  Z^^ 
somme  des  conséquents  :  trouver  ces  termes  sans  opérer 9^ 
d*  élimination . 

Voicî  une  solution  plus  simple  que  celle  qui  est  doi:i.— 
née,  1^^  série,  t.  XV,  p.  3o3.    • 

<z,  &,  c,  d  étant  les  quatre  termes,  e/  la  raison,  ou  a 

b^^açy     c—:aq^,     d:=:zaq'^; 
on  a  aussi 

a b  _  c 

b       c        cl 
et 

rt  -h  Z>  -r  c  =--  /y« , 

b  -\-  c  -\-  d^=:L  n, 
m  et  //  étant  des  nombres  donnés,  d'où 

(({^ï  H-  <y  -h  7-)  —  m,     aq{i  -h  q  ^  q^)  —  n. 

Divisant  membre  à  membre, 


n 
m 


(  '^8t   ) 
Or 


a 


m  m  in^ 


1  H H- 


> 


m       m} 


b^^  aq 


rn^n 


m^  H-  mn  H-  n^ 


IHti^ 


//i*  H-  mn  H-  AA^* 
r/  zn:  aq^  = 


/l3 


m^  -t-  mn  -h  /i^ 


Question  1308 

(  voir  »•  série,  t.  XVII,  p.  563  )  ; 

Par  m.  MORET-BLANG. 

Soient  O  un  point  fixe  dans  un  plan,  M  un  point 
ù  se  meut  dans  ce  plan,  MV  la  vitesse  à  un  instant 
t-elconque,  MU  l accélération.  Démontrer  que  l'aire 
t-  triangle  OMU  mesure  la  dérivée  de  l'aire  variable 
i  triangle  OMV  par  rapport  au  temps. 

(X^AISAWT.) 

Soient  S  Taire  du  triangle  OMV,  S' sa  dérivée  par 
pporl  au  temps  et  Af  un  temps  très  petit  que  nous 
rons  tendre  vers  zéro.  Prenons  sur  MU  la  Ion- 
leur  MUi  =  MU.  Af  5  construisons  le  parallélogramme 
[VV|U<  et  le  triangle  MOU^.  On  a 

OMVi  —  OMV 


S' ^  lim 


A^ 


,.     OMU,       ,.     OMU.  A/      ^^,^^ 

~  hm î^  ■=:  lim =  OMU. 

at  ^t 

C.  Q.  F.  D. 

A^ote.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  G.  Bardelli,  à 
ilan;  C.  Bergmans,  répétiteur  à  l'École  du  Génie  civil  de  Gand; 
Krantz;  L.  Julliard;  Lacombe,  à  Bar-sur-Seine;  E.  Fauquembergue, 
a  tire  répétiteur  au  lycée  de  Saint-Quentin. 


(  oM  ) 
Question  1357 

(voie  2*  série,  t.  XX,   p.  4»); 

Par  m.  a.  AIGNAN, 
Élève  du  lycée  Henri  IV  (classe  de  M.  Macé  de  Lépinay). 

ABC  étant  un  triangle  donné,  on  joint  ses  sommer^  -Is 
à  un  point  O  de  son  plan  par  des  lignes  droites  qi 
déterminent  sur  les  côtés  du  triangle  six  segments- 
tr ouvrer  le  lieu  du  point  O  pour  lequel  le  produit 
trois  segments  non  consécutifs  est  constant. 

(Bàrbaktiv.) 

Nous  prendrons  comme  axes  de  coordonnées  deux  d-^ves 
côtés  du  triangle.  Soit  O  un  des  points  du  lieu  tel  qv—ne 
les  points  A',  B',  C,  obtenus  en  joignant  O  aux  trc^is 
sommets  et  prolongeant,  donnent 

A'GxB'AxC'B=i^     ou     mnp  —  k. 

,  L'équation  de  CC  sera,  a,  i,  c  désignant  les  trois  c^ 
tés  du  triangle, 

X'        y 

h  • 1  —  o, 

a       p 

celle  de  AA', 

œ  y 

-  -  I  =:  o, 


a  —  me 

et  les  coordonnées  du  point  O  satisfont  à  ces  deux  équa- 
tions. 

De  ces  deux  équations  on  tire 

ay  c.v  -\-  ay  —  ac 

o= — •- — ,  m=i ■ • 

a  —  œ  c  —  y 

On  a  du  reste 

mnp  z=.  ( a  —  m)( h  --  n  ){c  -~  p). 


(  ^83  ) 

l'oii 

(a  —  m)(c  —  p)ù 


n  •=! 


mp  -h  (a—  m)(c  —  p) 


Remplaçant  m  etp  par  les  valeurs  trouvées  plus  haut, 

>n  obtient 

bca: 

ex  4-  ay 
t  Téquation  du  lieu  est 

abca*y{c;v  -h  ay — ac)     , 

{a  —  x)(c—f){ca:-hay)  "" 

Le  lieu  est  du  troisième  degré  et  présente  trois 
Lirections  asymptotiques ,  les  directions  des  côtés  du 
riangle. 

Le  coefficient  des  termes  en  j:^,  c[abcj  —  hc  -I-  hj)^ 
îgalé  à  zéro,  donne  l'asymptote  parallèle  à  Ojc, 

kc 

2)  r  — 


abc 

On  aura  de  même,  pour  Tasymptote  parallèle  à  Oj^, 

ka 


:3)  œ  = 


abc  -h  A' 


Par  raison  de  symétrie,  nous  aurons  une  troisième 
asymptote  parallèle  à  AC  et  son  équation  sera 

en  prenant  BC  pour  axe  des  x,  et  AC  pour  axe  des 
ri.  On  voit  de  plus  que  la  courbe  passe  par  les  trois 
sommets  du  triangle  et  que  les  tangentes  en  ces  points 
iont  parallèles  aux  côtés  opposés. 

Déterminons  la  forme  de  la  courbe  suivant  les  valeurs 
le  k. 


(  û84  ) 

Premièue  Parti k  :  /r  ^  o.  —  Pour   un  poînl  pris 
rintérieur  du  triangle  , 

a  >-  .X'  >  o,     6*  >»  /  >-  o,     ex  -r  ay  —  ac  <C  o  ; 

donc 

abcx  yicx  -h  av  —  ac^ 

'  o. 


H 


{a—  n)i^c  —  y)^cj;  +  ay) 


On  peut  avoir  des  points  du  lieu  à  rintérieur.  Il  ^st 
aisé  de  voir  qu'il  n'y  en  aura  pas  toujours,  k  peut  var  mer 
de  o  à  4~  30  ,  et  le  produit  des  trois  segments,  quancL  0 
est  à  l'intérieur  du  triangle,  ne  peut  dépasser  un  ma  ^i- 
nium,  qui  est  atteint  lorsque  O  est  le  centre  Hé  grav  ité 
du  triangle.  En  eflet, 

mnp(a  —  fn)(b  —  n){c  — p)  r=  /r* 

en  valeur  absolue,  et  ce  produit  sera  maximum  quand  les 
produits  deux  à  deux  seront  maxima,  car  ils  le  sont  en 
même  temps  pour  m  =  a  —  Tn^n=  b  —  n^p  =:  c  —  /^,  ce 
qui  donne  bien  pour  O  le  point  de  concours  des  médianes  - 

Dans  ce  cas,  A:=  "ô"'  Donc,  suivant  que /r  sera  inférieur^ 

/y  h/* 

supérieur  OU  égal  à  — ^^  on  aura  les   trois  dispositions 
du  lieu  (i)  (2),  (3). 

Dans  le  cas  particulier  de  k  =  -ô->  le  point  de  con- 
cours des  médianes  est  le  seul  point  du  lieu  qui  soit  à 

l'intérieur  du  triangle 5  pour  k  >  -^j  il  n'y  a  plus  de 

points  de  lieu  à  l'intérieur. 

Si  k  croit  au  delà  de  toute  limité,  la  courbe  se  réduit 
à  trois  droites  indéfinies  menées  par  les  somoiets  du 
triangle  parallèlement  aux  côtés  opposés. 

Remarque  1.  —  On  obtient  ainsi  tous  les  points,  du 
plan,  sauf  ceux  qui  sont  compris  dans  les  in{?les  oppo- 
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ses  par  le  sommet  h  ceux  du  triangle  et  ceux  des  trois 

Fig.   I. 


triangles  ABjC,  CA<B,  BC,A  formés  par  les  côtés  du 
triangle  proposé  et  les  parallèles  menées  par  les  som- 
nnets  parallèlement  aux  côtés  opposés. 

Secojnde  Partie  :  k  <^o,  —  On  peut  se  rendre  compte 
clu  double  signe  que  doit  prendre  k.  Nous  compterons 

Fie-    i- 


positivement  les  segments  dans  le  sens  des  flèches. 

Pour  un  point  de  Tintérieur  du  triangle,  les  trois 
segments  CA',  AB',  BC  sont  négatifs,  leur  produit  est 
négatif,  et,  comme  (i)  donne  ce  produit  changé  de  signe, 
dans  (i),  il  faut  A\>  o  pour  tout  point  à  rintérieur  du 
triangle  ainsi  que  pour  toutes  les  régions  examinées  dan^ 
la  première  Partie, 

Prenons  au  contraire  un  point  0|  dans  une  des  ré- 
jT^ions  qu'il  nfous  restr  à  examiner. 


(  '.>M  ) 
Ou  a  les  trois  segments  CA'^,  ABj,  AC, ,  qui  soixi 

Fig.  3. 


affectés  des  signes  — ,  -+-,  — .  Leur  produit,  changé 
signe,  sera  bien  négatif,  ce  qui  exige,  dans  (i),  A"<^ 
Cette  notation  du  produit  est  arbitraire;   mais, 
fois  que  nous  avons  fait  une  hypothèse  sur  k  pou 

Fig.  4. 


première  Partie ,  la  discussion  de  la  seconde  s'en  déduit 
forcément. 

Nous  supposerons  donc  /r<^o  et  nous  mettrons    *^ 
signe  en  évidence. 


(  ^8;  ) 

Om  aura,  |X>ur  asymptote  parallèle  à  ().r, 


kc 


abc  —  k 


Les  autres  se  déduisent  de  celle-là  par  analogie  : 
1°   Supposons  h  <^abc.   Le  lieu  passe  toujours  par 
l(?s  points  A,B,C,  et  on  a  la  courbe  représentée  par  la 

2*^  h  -=1  abc.  Les  branches  infinies  du  lieu,  ainsi  que 

Fig.  5. 


^*»  asymptotes,  se  sont  éloignées  à  Tînlini  dans  le  sens 
»%atif. 

3**  A"  ^  abc»  Si  A"  =  abc  -+-  e,  les  asymptotes  passent 
^  H-  00  relativement  à  chaque  côté,  et,  lorsque  h  dé- 
^'oî  t,  elles  ser  approchent  des  sommets  du  triangle  paral- 
^'ement  aux  côtés  opposés. 

Enfin,  pour  A*  tendant  vers  —  oo  ,  les  asymptotes 
-^viennent  les  parallèles  aux  côtés  du  triangle,  menées 
'^i*  les  sommets  opposés. 

Cl' est  le  cas  limite  de  la  première  Partie. 


(  'iSH  ) 
En  résumé,  pour  À  croissaut  Ac  —  to  à  -f-  ao  ,  le  lieu 

Fig.  6. 


passe  par  tous  les  points  du  plan  une  fois,  et  une  rc>is 
seulement. 

Remarque,  —  Dans  le  cas  où  le  lieu  a  une  courbe?  « 
branches  fermées,  c(;tte  courbe  n'est  pas  coupée  parl^*' 
asymptotes,  car  le  lieu  est  du  troisième  degré  et  i^^ 
peut  être  rencontré  en  plus  de  trois  points  par  uri* 
droite  quelconque. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  A.  Baron,  élèV^ 
du  lycée  Henri  IV;  A.  de  Vauvineux,  élève  du  lycée  de  Orenobl<^  ^ 
E.  Pecquery,  élève  du  lycée  du  Havre;  E.  Fànqueiiibergue,  malt***^ 
répétiteur  au  lycée  de  Saint-Quentin;  L.  Fulcrand,  boursier  à  ^^ 
Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux  ;  H.  Lez  et  Moret-Blanc. 


(  ^89  ) 

IR  LES  PROPRIÉTÉS  PRINCIPALES  DES  FOYERS  DES  COURBES 
DU  SECOND  DEGRÉ  ET  SUR  LA  DÉTERMINATION  ANALYTIQUE 
DE  CES  POINTS; 

Par  m.  le  D"^  A.  LETNIKOW, 

Professeur  à  l'École  impériale  technique  de  Moscou. 


1 .  Nous  supposerons  que  la  courbe  du  second  degré 
>  portée  aux  coordonnées  rectilignes  quelconques  est 
>résentée  par  Téqualion  générale 

f{jc,y)       V^2_^Bxj-hG72-|-D^-f-Er  +  F3L:o. 

Soient  Xsfj{  les  coordonnées  inconnues  d'un  foyer, 
appelons  p  le  rayon  vecteur  mené  du  foyer  au  point 
elconque  de  la  courbe  donnée^  en  adoptant  la  définî- 
n  connue  des  foyers  indiquée  p^r  Euler,  nous  aurons 

pr-Ma-H-Nj-f-Q, 

M,  N  et  Q  sont  les  coetticients  à  déterminer,  avec  la 
adition  que  la  fonction  linéaire  représentant  le  rayon 
cteur  doit  avoir  la  valeur  positive  pour  tous  les  points 

la  courbe  donnée. 

On  démontre  très  facilement  que  les  foyers,  comme 
5  déduit  Euler,  n'existent  que  dans  les  courbes,  du  se- 
nd  degré. 

Pour  la  commodité  des  calculs,  nous  représenterons 
ms  la  suite  la  fonction  linéaire  ci-dessus  sous  la  forme 

)  p  :•:.:  M  {x  -  X,  )     \-  N  {y  -  J,  )  +  K. 

L'équation 

0  M(j^'  — a7i)H-N(7-7ij4-K~o, 

Il  «^  et  j)^  sont  les  coordonnées  courantes,  représentera 

^itn.de  Matkéinat.,  m«  sériiî,  t.  XX.  (Juillet  i88l.)  I9 
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une  droite  iiomuiée  directrice  de  la  courbe  du  second 
degré.  La    distance    o    d'un    point    quelconque   de  la 
courbe  (i)  à  la  directrice  (3)  sera 

5  -   V|]VU^-.r,)-hN(.)— r,)-i-K|, 
où 


\JW-r-  'N'^  —  9.  MN  cosO 

0  étant  l'angle  des  axes  des  coordonnées^  d'ailleurs, V> 
On  aura  donc 

^  ::^  —  --.■  £       OU       p  -■■-  £0, 

où  e  est  une  constante  positive  que  Ton  nomme  exc^  ^^^. 
iricité  de  la  courbe  (i). 


î2.  Il  est  évident  qu'en  général  la  directrice  ne  coijl  pc 
pas  la  courbe,  car  autrement,  pour  le  point  d'inters^c;- 
tion,  on  aurait  8  =  o,  et,  par  conséquent,  p  =  o,  et      Je 
foyer  (j^i,  Ji),  dans  ce  cas  singulier,  serait  situé  sixr   Ja 
courbe.  Le  lieu  géométrique  déterminé  par  la  condition 
p  =  £0  se  réduirait,  dans  ce  cas,  au  système  de  deiax 
droites  concourantes  au  point  foyer  et  formant  avec   1^ 
directrice  de  deux  côtés  un  même  angle  ç  déterminé  pa»' 

l'égalité  £=  -;- —  L'expression  du  rayon  vecteur  serais 

alors 

p -..  M(.r  — j7,)-t-iN(^)'— ,)-i). 

Laissant  de  côté  ce  cas  exclusif,  qui  ne  présente  pst 
d'intérêt,  nous  admettrons,  dans  la  suite,  que  la  direcr 
trice  ne  coupe  pas  la  courbe. 

3.  Menons,  par  le  foyer  F|,  (  j^i,  j'^i  ),  une  droite  pan 
lèle  à  la  directrice^  il  est  évident  que  sur  cette  droite 
V  aura  deux  points  L  et  Vi  du  lieu  considéré,  ces  po' 


(  ^9^  ) 
claiil  déterminés  par  leurs  distances  du  foyer 

où  D  est  la  distance  du  foyer  à  la  directrice.  La  corde  LL'' 
est  divisée  par  le  point  F  en  deux  parties  égales^  donc 
son  équation  est 

Xiijr  —  œ^)  H-Yi(r  — ji)=o, 
>ù 

X,  ~/A(^i,  ri)     et    Y,  —fyX^u  r,). 

L'équation   de    la    directrice    comme    parallèle    l\   la 
orde  LL'  pourra  donc  s'écrire  sous  la  forme 

4  )  Xi  (.r  —  j:-!  )  -I-  Yi  ( 7  —  ji  )  H-  k  ■=:  o, 

ni  A'  est  une  constante  inconnue.  La  comoai-aison  de 
'c^quation  (4)  fi  Téquation  (3)  nous  donne  les  relations 

MiirXXj,      N=rXYi,      K=:XA-, 

^   étant  un  facteur  positif  ou  négatif.  On  aura,  de  plus, 

,5)  p  =  X[X.(x-^.)  +  Y,(j-j,) +  /-•]• 

Le  signe  de  \  sera  déterminé  par  la  condition  que  p  doit 
l'tre  positif. 

4.  SoitM,(a'5  7' ),un  point  quelconque  de  notre  courbe^ 
menons  le  rayon  vecteur  FM  et  supposons  qu'il  coupe  la 
courbe  en  un  autre  point  N,  [x\  y)  \  nous  devrons  avoir 

I  FM  =  ).[X,(x-x,)  +  Y,(r-.r,)  +  /.], 
I  FN  =  X[X,(x'- .r,) -h  Y,(/-^r.)  + /■]. 

L'équation  de  la  corde  MN  passant  par  le  poifit  F  est 

(7)  ^zi^  ^  :rzi^  ^  ,, 

où 

sin(6  —  a)  sina 

p  ZZZ  r— ,         a  =    -r— r  » 

'■  sin6  ^        sine 


(  '^y''  ) 

a  étant  Taiigle  formé  par  celte  droite  avec  l'axe  des  ar, 
/•  la  distance  positive  ou  négative  de  deux  points  (x^j) 
et  (j^i,  j^j  ),  cil  prenant  /\^o  si  Ton  a  JK^J  i?  ^^  ^^^  ^^' 
mettant  /•<^o  si  le  point  (x^y)  est  situé  sur  la  droite 
considérée  du  coté  oxxy  <^yi .  On  aura  d'ailleurs,  comme 
on  sait,  cette  relation  entre  p  et  (/  : 

p^  -H  7^  -f-  2/»<y  ces  6  izz  I . 

Supposons  que  le  point  M,  (:r,j^),  de  la  courbe  est 
situé  sur  la  droite  (7),  du  côté  o\ij^j\  ;  alors  on  aur^A 


(8)  FM^::'"'         ■'*'  ''      '''■ 


/ 


) 


Il  serait  facile  de  faire  voir  que  l'autre  point  d'inler-  — 
section  N,  (x',  j'),  ne  pourra  pas  se  trouver  sur  1  sia 
droite  (7)  du  même  côté  du  point  F  comme  le  point 
c'est-à-dire  du  côté  où  j^^j'i,  car  l'égalité 


FN==: 


nous  conduirait  nécessairement  à  la  conclusion  que    1  e 
point  N  coïncide  avec  le  point  M.  Donc,  si  nous  cousidc^- 
rons  les  points  delà  courbe  pour  lesquels  le  rayon  vectou-j* 
s'exprime  par  la  formule  (5),  nous  devrons  supposer  c|U.€ 
l'autre  point  d'intersection  N,  s'il  existe,  se  trouve  sur  la 
droite  (6)  du  côté  du  point  F  où  JK-^.)  1,  et  nous  agi- 
rons, par  conséquent, 


(9)      .         ^^^ 


r — .1-,  y' —  >-, 


L'élimination  de  x  et  j  et  de  x'  etj^  des  formules  (^^^j 
au  moyen  des  égalités  (8)  et  (y)  nous  donne 

FM  ^  X[      (X,/>   ;   Y,r/)FM  -r-  it], 
FN    z  :X[-(X,/>   :Yiy)FN  -+-^]. 


(  ^^9^^  ) 
En  éliminant  ensuite  \\p  H-  Y<  ^  entre  ces  deux  équa- 
tions, nous  aurons  l'expression  d'un  théorème  connu, 

savoir,  que  la  moyenne  harnioniciue  entre  les  deux  seg- 
'nents  déterminés  par  le  foyer  sur  une  corde  focale  est 
onstante. 

Si  d'ailleurs  nous  appliquons  l'égalité  (lo)  à  la 
:orde  LL',  dont  la  longueur  \AJ ^=  2P  est  ce  qu'on  ap- 
pelle le  paramètre  de  la  coui-be,  nous  verrons  que  la 

onstanle  de  la  dernière  équation  est  égale  à  —  ?  et,  par 

onséquent,  le  demi-paramètre 

5.  Maintenant  nous  pouvons  déterminer  la  constante  h 
11  fonction  des  coordonnées  du  foyer. 

Désignons,  pour  abréger,  la  première  partie  de  Téqua- 
îon  (1)  par  u  *,  alors,  en  éliminant  x  et  j  entre  les  équa- 
îons  (i)  et  (7),  nous  aurons,  pour  les  points  d'intersec- 
îon  de  la  droite  (  7)  avec  la  courbe  (1),  l'équation 

1 1  )  si^^  -h  tr  4-  Hi  -rzz  o, 

11  désignant  par  u^  la  valeur  de  la  fonction  u  z=zf(^x^  y) 
[uand  on  y  met  X\  et  j)'^  au  lieu  de  x  et  7^-,  et  en  posant, 
>our  abréger, 

\p'i-^\lpq-^Cq''z=zs, 

Xi/>  -h  Yi<7=i:  t. 

Soient  7i  et  /-o  les  deux  racines  de  l'équation  (i  1  )  ^  nous 

lurons 

I  I  t 


f'i       f'î  ffi 


Posons  7  ^=zFM-,  alors  /'o  ^=  — FN,  et,  d'après  la  rcla- 


(  ^-94  ) 
tioii  (i8),  nous  pouvons  écrire 

i         *    _    '^ 

En  prenant  la  somme  des  deux  dernières  égalités,  nous 

trouverons 

9. k\ Il i7-.  {'.lu i  —  A'At)ri, 

Mais  la  formule  (5),  jointe  aux  équations  (7),  nous 
donnera 

en  éliminant  /'i   entre    cette    dernière   équation    et    la 
précédente,  nous  trouverons  très  facilement 

A     -:  9.11^. 

De  manière  que  la  formule  (5)  deviendra 

et  l'équation  de  la  directrice  sera 

(i3)  X^{jc  —  ûCi)  -H  Y, (^)'  —71)  -h  9Ui--o, 

D'après  cette  équation,  on  voit  immédiatement  que  lu 
directrice  est  la  polaire  du  foyer. 

De  ce  que  cette  droite,  étant  une  polaire,  ne  coupe 
pas  la  courbe,  nous  concluons  que  son  pôle,  c'est-à-dire 
le  foyer  de  la  courbe,  se  trouve  du  côté  intérieur  du 
plan  de  la  courbe,  et,  par  suite,  que  du  foyer  on  ne  peut 
pas  mener  des  tangentes  réelles  à  la  courbe. 

6.  Le  théorème  exprimé  par  la  relation  (10)  nous 
conduira  immédiatement  aux  équations  qui  servent  à 
déterminer  les  coordonnées  du  foyer.  En  effet,  Téqua- 
tion  (11)  nous  donne 

I   _   I     .    _,_  y/^—  \su^ 

/'l  r.y  Uy 
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el,  d'après  la  relation  (lo),  nous  devrons  avoir 


(i4)  ±1  ^ — -  zzi—  --- —  -=  const., 

Ml  a:a        àm, 

c'est-à-dire  que  cette  expression  ne  doit  pas  dépendre 
de  la  direction  de  la  corde  focale  considérée  -,  autrement 
dit,  la  valeur  de  l'expression  t-  —  ^sut  doit  être  indépen- 
dante de  paramètres  angulaires  p  et  y,  qui  déterminent 
la  direction  de  la  corde.  Mais  on  a 

et  nous  pouvons  poser 


p^ --r  fj^ -\- '2 pg  cos^ 
Cette  dernière  condition  nous  mène  aux  équations 

X|—  4Ami  _  Y]^  J_G w^  _  XiY,  —  2Bui 
i  1  ,  cosO 

<iu^i  peuvent  s'écrire  sous  la  forme 

(i5)  *  Xî-YÎ=4(A-C)/^„ 

I  XiYi  — 2Bai=:(X2— 4AMi)cose, 

^t  sont,  les  équations  connues  qui  déterminent  les  coor- 
données d'un  foyer  de  la  courbe  du  second  degré  (i) 
^ous  aurons  d'ailleurs,  d'après  l'équation  (i4)? 


X  =  ± 


const 


V/Xf— 4  A  w,  ' 


^^-î  par  conséquent,  le  demi-paramètre  P  se  déterminera 
P^i*  la  formule 

(i6)  p— _^/^"» 


(  =*<)<>  ) 

Ainsi,  le  paramètre  de  la  courbe  (i),  l'expression  du 
rayon  vecteur  (12)  et  l'équation  de  la  directrice  corres- 
pondante seront  complètement  connus  si  nous  détermi- 
nons les  coordonnées  du  foyer  au  moyen  des  équa- 
tions (i5). 

7.  En  éliminant  Ui  entre  les  deux  équations  (  i5),  nous 
trouverons 

(B  —  2G  cose)XJ  —  2(A  — G)XiYi  —  (B  —  2A  cos6)YJ  — o, 

et  celte  équation  représente,  comme  Ton  sait,  les  axes 
de  la  courbe  du  seconcf  degré  :  donc  les  foyers  se  trouvent 
sur  les  axes  de  la  courbe. 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  on  a  B^  —  /\k£i  =  o,  et 
si,  au  moyen  de  cette  condition,  on  élimine  A  de  la  der- 
nière équation,  on  trouve  sans  difficulté  que  le  premier 
membre  se  décompose  en  produit  de  deux  facteurs  li- 
néaires, de  manière  que  Téquation  considérée  peut  se 
représenter  sous  la  forme 

[(2G  cose  —  B)Xi  +  (B  cose  —  2G)Yi](2CXi   -  BY,)  =0, 

et,  comme  pour  le  cas  de  la  parabole  le  facteur 

'>C\,       BY,       2GD-BP:, 

et,  par  suite,  est  une  constante  qui  n'est  pas  égale  à  zéro, 
Téquation  des  axes  se  réduira  à 

(17)        (2Gcose  — B)Xi-i-(BcosO~2G)Yi-:o, 

c'est-à-dire  à  une  équation  du  premier  degré  qui  repré- 
sente Taxe  de  la  parabole,  le  seul  qui  existe  et  sur  lequel 
sera  situé  le  foyer  cherché. 

Les  conclusions  de  ce  paragraphe  lésultent  aussi  di- 
rectement de  la  propriété  de  la  courbe  exprimée  par  la 
relation  ci- dessus  p  =  £S,  d'après  laquelle  on  reconnaît 
très  facilement  que  tous  les  points  du  lieu  considéré  sont 


(  ^'97  ) 
disposés  symétriquement  par  rapport  à  la  droite  menée 
par  le  foyer  perpendiculairement  à  la  directrice 5  donc 
le  foyer  est  situé  sur  un  axe  de  la  courbe  perpendicu- 
laire à  la  directrice. 

8.  Passons  maintenant  au  calcul  des  coordonnées  du 
foyer,  et  considérons  d'abord  les  courbes  ayant  un  centre. 
Comme  le  foyer  est  situé  sur  un  axe,  ses  coordonnées 
Xx  etj^i  doivent  satisfaire  à  l'équation  d'un  axe,  et  Ton 
aura 

(18)  ri"-[i  :-|x(.ri— .a), 

OÙ  a  et  p  sont  les  coordonnées  connues  du  centre  de  la 
courbe  et  [x  est  le  coefficient  angulaire  d'un  des  axes, 
ce  coefficient  étant  une  des  deux  racines  de  Téquatîon 
connue 

(/g)  (B  —  2G  cose)  |x^  -h  o,  (A  —  G)  (x  —  (B  -  2  rV  0056)  =  o. 

De  cette  manière,  les  coordonnées  du  foyer  se  déter- 
n:xîiient  par  la  résolution  d'une  des  équations  (i5),  com- 
binée avec  l'équation  {18).  Pour  abréger  le  calcul,  nous 
pi:*endrons  pour  inconnues 


Xx  — -a  "    ./  '      cl      Kl  —  3  "-  > 


,' 

? 


x/  et  y'  étant  les  coordonnées  du  foyer  par  rapport  aux 
axes  des  coordonnées  menées  par  le  centre,  parallèle- 
ttient  aux  axes  primitifs.  L'introduction  de  ces  incon- 
nues nous  donne 

Xj=:  2Aj:'-h  B  )', 
Yi=iB^'4-2Cr', 

M,  =  e^o  +  A  ^'2  _^  B<r'H-  Cr'^ 

^^  u.^  désigne  la   valeur  de  la  fonction  u  quand  on  y 
^iaxigea:  et  j)^  en  a  et  [3. 


(  •-'•98  ) 
Les  équations  (i5)  deviendront 


yi ,î  _,_  'i(A^--:C)«„ 

(20) 


^■'-J'+-„-_-4Xc-^"- 


OU 


,    ,,       1I(H  — î>.Ac()sO) 


_  Ai:^  4-  CD*    -  BDE  -}-  F(  H2  _    ',  AC  )  _ 

*'  i3^^  4AC     "         ■  -  "' 


L'équation  (18)  s'écrira 


v'^^  ]XX' . 


Celte  équation,  combinée  avec  la  première  des  équa 
lions  (20),  nous  donnera 


.r"' 


B2  -4AC"  Y— |j.^' 

(2J)  < 

I    ,,  4(A--G)^o      1^^ 

'  •       ~         B2-  -4AC     î  — ;'i.=^' 

La  constante  [jl  pourra  admellre  ici  deux  valeurs  dil- 
férentes,  et,  par  conséquenl,  on  aura  deux  couples  de 
valeurs  correspondantes  de  x'  et  de  j^.  On  aura  ainsi 
quatre  foyers  situés,  par  deux,  sur  les  deux  axes  de  la 
courbe  et  disposés  symétriquement  par  rapport  au 
centre.  Mais  il  nous  sera  facile  de  faire  voir  que  deux  de 
C(;s  foyers  seront  imaginaires  et  qu'il  n'y  aura  que  deux 
foyers  réels,  situés  sur  un  même  axe  et  tUoignés  à  des 
distances  égales  du  centre  de  la  courbe. 

En  eilet,  soient  jjl  et  jx'  les  deux  racines  de  l'équa- 
tion (19},  et  appelons  x\  la  valeur  de  a/  correspondante 
à  la  racine;  [jl'*,  on  aura 


.1 


4  (A  — 0^/0        I 


''  ~  '    [y'-\\\i.:    I-  -.1.'^ 


«y  1/     / 


et,  par  conséquent. 


i'2 


où  t^  = j.y      7~lc"  '  ^^^^^  '^  condition  de  la  perpcn- 

djcularité  de  deux  axes  nous  donne 

I  4-  [JI{Jl'  -I-  (  [X  -i-  [!,'.)  ces 6  7=:  O, 

d'où  l'on  déduit 

|a2  4-  |x'2 n^^ L_J1_  , 

cos-^O 

et  J 'on  trouvera  ensuite 

I  -f-  |x2 |x'2  __  jj^2  _  jj^/2._-  _  (i-i-  jjL{x')Hang-e. 

On  aura  donc 

x'^œ':^  ---  —  ç'2(i  4_  jjl{jl')2  tangue, 

d  où  Ton  conclut  que,  des  deux  valeurs  jc/^  et  x'^^  Tune 
^st  positive  et  Fautre  négative.  Si  les  axes  de  coordon- 
nées étaient  rectangulaires,  on  tirerait  la  même  conclu- 
sion de  ce  que  Ton  aurait  dans  ce  cas 

x'^x'^--— 


1      ~"  l    ..     _L    ..'    Vi 


On  voit  par  cela  que  l'on  aura  deux  valeurs  réelles 
*^ga]es  et  de  signes  contraires  pour  x'et  de  même  pour  j)  ', 
^t  que  les  deux  autres  valeurs  de  x'  et  de  j^  seront  ima- 
8^11  aires.  Ainsi,  dans  les  courbes  du  second  degré  ayant 
^^  centre,  il  ny  aura  que  deux  foyers  réels  se  trouvant 
^^r^  un  axe  de  la  courbe  et  disposés  symétriquement  par 
^^ apport  au  centre, 

■Dans  le  cas  de  la  parabole,  il  est  très  facile  de  voir 
^Ue  chacune  des  équations  (i5)  se  réduit  à  une  équation 
^^  premier  degré  par  rapport  aux  coordonnées  x^  et  j"|. 


(  3oo  ) 

Ces  deux  équations,  ou  l'une  d'elles  eouibinée  avec  l'é- 
quation de  l'axe  (17),  nous  donneront  les  coordonnées 
du  foyer.  Nous  n'eiïectuerons  pas  ces  calculs,  qui  sont 
d'ailleurs  développés  partout. 

9.  11  nous  sera  facile  maintenant  de  manifester  les 
propriétés  principales  des  rayons  vecteurs  menés  de 
deux  foyers  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole  à  un  point 
quelconque  de  la  courbe. 

Considérons  d'abord  une  ellipse.  Soient  O  son  centre, 
F^  et  Fo  ses  deux  foyers  ^  la  droite  qui  les  joint  est  l'axe 
focal.  Dans  ce  cas  le  centre  de  la  courbe  se  trouve,  comme 
on  sait,  dans  la  partie  intérieure  du  plan  de  la  courbe, 
de  même  que  les  deux  foyers  Fi  et  F2.  La  directrice  cor- 
respondante au  foyer  F<,  étant  la  polaire  de  ce  point,  se 
trouve  tout  entière  dans  la  partie  extérieure  du  plan  de 
la  courbe,  et  elle  est  perpendiculaire  à  l'axe  focal.  La 
directrice  correspondante  à  l'autre  foyer  aura  une  situa- 
tion analogue  par  rapport  à  ce  fover,  et  elle  sera  symé- 
triquement placée  avec  la  première  directrice  par  rap- 
port au   centre  de  la  courbe.  Soit  M(jc^y)  un  poii'»^ 
([uelconque    de   la   courbe  5    on    aura,    d'après   la   fox 
mule  (i5), 

Fi  M  —  p,  -1  Xi  [Xi  (;r  -  .2-1  )  4-  Yi  (  j  --  ji )  +  2  wi ], 
où 

)     —  -H  _ 


La  même  formule  nous  donne,  pour  l'autre  rayon  ve*^*" 
leur,  l'expression 

F2M  —  p2"-=i  X2[X2(J?  —  .-Tj)  4-  Y2(r  — Jj)  -h2Ui], 

où  X2  et  j  2  sont  les  coordonnées  du  foyer  F2,  et  X2,  Xîs  f 
Y2,  iio  désignent  ce  que  deviennent  )v|,  X|,  Yi,  1/4  quai^^^ 
on  change,  dans  ces  expressions,  Xi  et  yt  en  x^  et  72- 
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L'équation  delà  directrice  correspondante  au  foyer r\ 

est 

X,  (a-  —  .r,  )  -f-  Y,  (  r  —  jj  )  4-  2  Wj  =  o. 

Pour  X  =  Xi  et  j'  ^-=Ji^  1^  premier  membre  de  cetttî 
équation  se  réduit  à  aUi'^  mais,  comme  un  point  quel- 
conque M  delà  courbe  est  silué,  il  est  évident,  du  même 
côté  de  la  directrice  que  le  foyer  F< ,  nous  devrons  con- 
clure que  l'expression 

Xi(j7-  j:-i)4-Yi(r— r,)-f-2w, 

pour  tous  les  points  de  la  courbe  aura  le  même  signe 
:jue  u<,  et,  par  conséquent,  dans  l'expression  donnée 
plus  haut  pour  le  rayon  vecteur  pi,  \e  signe  de  X|  doit 
être  le  même  que  le  signe  de  Ui.  Des  considérations  ana- 
logues nous  amènent  à  conclure  que,  dans  l'expression 
du  rayon  vecteur  p^,  le  facteur  lo  doit  être  pris  avec 
le  même  signe  que  112»  D'ailleurs,  comme  on  a 

w,  -f{oL-{-œ',  ?  -hf)  ■-:-  uo  -f-  Aa;'2  -f-  Bx'y  ■+-  Cy\ 

ttous  aurons  u^  =  «2^  et  les  facteurs  X^  et  ^2^  dans  les 
expressions  de  p^  et  de  p2,  auront  le  même  signe.  D'un 
ïutre  côté,  on  aura 

X2=-:— (2Aa.''-i-B/)--=--Xi, 

^  OÙ  il  suit  que  X|  =  )v2.  Par  conséquent,  en  ajoutant 
^'s  deux  expressions  de  pt  et  de  p2,  on  trouvera 

Pi  +  p2~2Xi(— Xi^'--Yi/-;-2Wi). 
Mais,  d'après  un  calcul  immédiat,  on  a 

—  Xj  jr'  t-  Yiy  -  i-  2  Ui  "—  2  Uq, 


(    Mri  ) 
t*l  enOn 


\  ff» 


Pi  4-  Û2  —    ^ mr  consl. 

Celle  égalité,  exprimaiilla  propriété  fondamentale  des 
rayons  veeteurs  menés  de  deux  foyers  d'une  ellipse  à  un 
poinl  quelconque  de  la  courbe,  nous  donne  aussi  la  lon- 
gueur de  l'axe  focal  de  l'ellipse. 

Passons  à  l'hyperbole.  Dans  ce  cas,  le  centre  de  la 
courbe  esl  situé,  comme  on  sait,  dans  la  partie  du  plan 
extérieure  à  la  courbe,  les  loyers  se  trouvant  toujoun 
dans  la  partie  inlérieure^  d'ailleurs,  l'axe  focal  est  Taxe 
transverse  de  la  courbe.  Le  centre  et  le  foyer  se  trouvenl 
ici  de  deux  côtés  différents  de  la  directiice  correspondant( 
au  foycT  considéré.  En  effet,  si  nous  prenons  réquatior 
de  la  directrice  correspondante  au  foyer  Fi, 

Xi(j?  —  ^i)  -h  Y,  (j  —  Vi)  -i-  2 uy  --  o; 

alors  la  subslilulion  des  coordonnées  du  foyer  Xi  et^,. 
au  lieu  de  x  et  de  y^  dans  le  premier  membre  de  celte 
équation,  nous  donne  aw^,  landis  que  si  nous  mettons, 
au  lieu  de  x  et  de  y,  les  coordonnées  du  centre  a  et  jî- 
uous  verrons  que  le  premier  membre  de  celle  équation 
s(»  réduit  à 

mais,  dans  le  cas  de  l'hyperbole,  Ui  et  Uq  ont  des  signe: 
dilïérenls. 

Les  valeurs  des  rayons  vecteurs  menés  de  deux  foyer: 
l\  et  Fo,  au  poinl  M[x^  j)  de  la  courbe,  seronl  ici 

F2Mni:p2=X2[X2(^  —  ^2)  -+- ^2(7  — 72)  ^-  2^2]- 

Si  le  poinl  M  esl  pris  sur  la  branche  de  la  courbe  voi 
sine  du  foyer  F^,  alors  il  est  évident  que  les  deux  point 
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M  et  F,  se  trouvent  d'un  même  côté  de  la  direcîtrice  cor- 
respondante au  foyer  F4 ,  et  par  conséquent  le  facteur  7^ 
aura  le  même  signe  que  w^.  Au  contraire,  le  point  M  et 
le  foyer  F2  se  trouveront  évidemment  de  deux  côtés  dif- 
férents de  la  directrice  correspondante  au  foyer  Fi ,  et, 
par  conséquent,  X2  ^^  u^  ont  des  signes  contraires.  Mais 
ici,  comme  dans  le  cas  de  l'ellipse,  on  aura 

-iVj A.|  )       I  «  — —  —  *  1  )      ^^2  -— ~  '^1  j      '^2  —  —  ^^1  • 

Donc 

fin  prenant  la  difïérence  des  deux  expressions  de  pi  et  de 
?^2  5  nous  trouverons 

Pi  —  p2  =  -7 =  COllSt., 

\JX.\  —  4Awi 

où  le  radical  aura  le  signe  opposé  au  signe  de  Uq. 

Xa  dernière  égalité,  exprimant  la  propriété  fondamen- 
taXc  des  rayons  vecteurs  menés  des  deux  foyers  de  l'iiy- 
pcijbole  à  un  point  quelconque  de  la  courbe,  nous  donne 

ssi  la  longueur  de  Taxe  focal. 


10.  Pour  conclusion,  nous  donnerons  une  formule 
ti:*ès  simple,  qui  peut  servir  à  calculer  l'excentricité  de 
1^   courbe. 

Supposons  que  l'axe  focal  coupe  la  courbe  en  deux 
points  (sommets)  Ai  et  A2,  dont  le  premier  est  situé 
<îTi.tre  le  foyer  Y^  et  le  point  D  d'intersection  de  l'axe  fo- 
cal et  de  la  directrice  correspondante  au  foyer  F< .  En 
posant  AiFi  =y  et  K^Yy=d^  nous  aurons 

oùP  est  le  demi-paramètre.  La  même  condition  p  =  £5, 
appliquée  au  point  A2,  nous  donnera 

2a— /=:£{9.fl'.  -h/), 


(  M  ) 

où  'Au=:  Ai  Ao  est  la  longueur  de   Taxe  focal.  Remar- 
({uonSy  d'ailleurs,  que  Ton  a 

En  éliminant  ensuite  J' et  d  entre  ces  trois  équations, 
nous  trouverons 

a 

Mais  nous  avons  vu  plus  haut  que,  pour  Tellipse  et 
pour  l'hyperbole,  on  a  la  même  expression  de  la  lon- 
gueur du  demi-axe  focal,  savoir 


a 


9.11^ 


Par  conséquent,  en  vertu  de  la  formule  (i6),  nous  au- 


rons 


(' 


D'après  cette  formule,  nous  pouvons  calculer  la  va- 
leur de  l'excentricité  e  en  fonction  des  coordonnées  X\ 
Glji  d'un  foyer  Fj . 

Pour  une  ellipse,  les  valeurs  u^  et  Uq  ont  le  même 
signe  et,  par  suite,  e  est  moindre  que  l'unité^  pour  une 
hyperbole,  au  contraire,  ces  deux  valeurs  ont  des  signes 
dillérents  et,  par  conséquent,  s  est  plus  grand  que  l'unité. 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  les  coordonnées  du  centre 
sont  infinies  et,  par  suite,  on  a  Wq  =  QO  et  l'excentricité   -^-^^^ 

Du  reste,  la  valeur  de  l'excentricité  pour  une  para ^' 

bole  résullcî  directement  de  ce  que,  le  second  point  d'în -^' 

tersection  de  l'axe  focal  et  de  la  courbe  étant  éloigné  Im^     ^ 
l'inûni,  son  conjugué  harmonique  Ai  doit  se  trouver  aiMi-^  " 
milieu  de  la  distance  Y^  D  ^  donc  Ai  F|  =  A,  D  ou  /=  d^   ^^^i 
et,  par  suite,  £  =  i .  Pour  tous  les  points  de  la  parabolt^    It* 
on  aura  donc  p  :^  o. 
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NOTE  DE  GÉOMÉTRIE^ 

Par  m.  a.  DROZ. 


Dans  V aperçu  historique,  Chasles  cite  le  théorème 
suivant  : 

Le  plan  tangent  et  la  normale  en  un  point  P  d'une 
surface  du  second  degré  coupent  un  des  plans  diamé- 
tt^aux  de  la  surface  suivant  une  droite  et  un  point  tels, 
que  le  point  est  le  pôle  de  la  droite  par  rapport  à  la 
conique  focale  contenue  dans  le  plan. 

La  démonstration  analytique  est  bien  simple. 

Soit  -j — ^  M  "^  N  ^^  '  Téquation  d'une  surface    du 

second  degré  à  centre. 

Le  plan  tangent  au  point  (a/^  y\  z')  de  la  surface  aura 
pour  équation 

'    '  '      -f-  n^  —  I . 


Ce  plan  coupe  le  plan  des  xj  suivant  une  droite  qui 
a.  vira  pour   équations 

•   V  ^^'     yy' 

Équations  de  la  normale  en  [xf^y'^  z')  : 

-7(7-7)  =  Z/(.^-^)- 
7 

Celte  ligne  coupe  le  plan  des  xy  en  un  point,  dont 

hm.  deHIathémac.^  a*-*  série,  t.  XX.  (Juillet  1.S81.)  ?0 
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Si  du  point  tc  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  le 
plan  P)  on  pourra  mener  par  celte  droite  deux  plans 
tangents  à  la  surface  S  en  des  points  de  C2,  et  les  nor- 
males en  ces  points  sont  dans  le  plan  P. 

Donc,  il  y  a  sur  le  plan  P  trois  points  par  lesquels 
passent  deux  des  génératrices  de  S4.  On  en  déduit 
qu'il  y  a  sur  S*  une  courbe  Gj  du  troisième  degré,  par 
chaque  point  de  laquelle  passent  deux  des  normales 
de  S.  C3  est,  pour  cette  raison,  une  courbe  double  du 
troisième  degré  sur  S4 . 

Un  plan  quelconque  coupe  donc  S4  suivant  une 
courbe  du  quatrième  degré  ayant  trois  points  doubles. 

Chaque  plan  passant  par  une  normale  coupe  la  sur- 
face suivant  une  courbe  du  troisième  degré  avec  un 
point  double. 

Chaque  plan  contenant  deux  normales  coupe  encore 
S4  suivant  une  conique. 


CONCOURS  GENERAL  DE  1879 

(voir  7*  sérié,  t.  XIX,  p.  174)- 


rhétorique. 
Par  m.  a.  LEINEKUGEL. 

Soit  AB  une  portion  de  droite  de  longueur  donnée; 
on  prend  entre  A  et  B,  sur  la  droite  AB,  un  point  C, 
et  sur  AC  comme  diamètre  on  décrit  une  demi-circon- 
Jerence;  par  le  point  B  on  mène  une  tangente  à  cette 
demi-circonférence  ;  soit  D  le  point  de  contact^  et 
soit  E  le  point  oii  cette  tangente  rencontre  la  perpendi- 
culaire menée  à  la  droite  AB  par  le  point  A  : 


(3o9) 


d'où 

* 

(3)  BE.AE^^^--^^. 

En  remplaçant,  dans  Téquation  (i),AHet  BE.AE  par 
les  valeurs  obtenues  (a)  et  (3),  il  vient 

2lœ^            lœil  —  x) 
-, =  m  -y , 

l  —  JU  l  —  2ÛC 

et,  en  réduisant, 

(4)  a?*(7w-H4)  —  2/(/n  4-i)^ -h  m/*  =  0. 

La  condition  de  réalité  des  racines  de  cette  équation^ 
c'est-à-dire  de  la  possibilité  du  problème  proposé,  est 

<        ï 
2 

Dans  le  cas  particulier  de  /w  =r  -  j  les  deux  racines  sont 
égales  à  5>  et  la  valeur  de  AH  devient 

iL 

3  _  /  _  AB 
.       /       2         2 

Le  point  H  étant  alors  au  milieu  de  AB,  on  a 

HD  — ^AE,   BD  -_-BE: 

2  2 

il  en  résulte 

surf  BD  _  I 

;^f TBÉ  "  4  ' 

et,  par  conséquent,  le  rapport  des  surfaces  engendrées 


(3..   ) 

BMA  est  le  supplément  de  l'augle  droit  Dx\M;  donc 
Tanglc  BMA  est  droit,  et,  par  conséquent,  le  lieu  du 
point  M  est  la  circonférence  décrite  sur  AB  comme  dia- 
mètre. 

2^  On  sait  que  Ja  droite  menée  du  point  C  de  ren- 
contre des  côtés  AB,  A'B'  non  parallèles  d'un  trapèze  au 
point  M  d'intersection  des  diagonales  passe  par  les 
milieux  E,  F  des  bases  AA',  BB'.  La  droite  PQ,  étant  pa- 
rallèle aux  bases  AxA'et  BB',  sera  divisée  en  deux  parties 
égales  par  la  droite  CEF^  donc  M  est  le  milieu  de  PQ. 

3"  Soit  O  le  centre  de  la  circonférence  décrite  sur  AB 
comme  diamètre  ;  les  droites  MO,  MF  étant  menées  du 
sommet  M  de  Tangle  droit  des  triangles  rectangles 
AMB,  BMB'  aux  milieux  O,  F  des  hypoténuses  AB,  BB', 
on  a 

^M^=:OBM    et  "FMB  =z  fBM  ; 
îl  s'ensuit 

OM^  -+-1^MB  =z  OBM  +^FBM 
ou 

t)MF'='6BF^. 

Donc  r angle  OMF  ou  OMC  est  droit,  et,  par  consé- 
C|uent,  la  tangente  au  point  M  à  la  circonférence  que 
décrit  ce  point  passe  par  le  point  C. 

Deuxième  questiojn.  —  Soit  a  la  longueur  du  côté 
€t*u7i  triangle  équilatéral  ABC  :  calculer  la  distance 
du  point  A  à  un  point  M  situé  sur  AB,  entre  A  et  H^  de 
façon  que,  si  Von  désigne  par  V  et  Ç^  les  pieds  des  per- 
pendiculaires abaissées  du  point  M  sur  les  côtés  AC,  BC 
du  triangle,  le  rapport  de  l'aire  du  quadrilatère  APQB 
à  t aire  du  triangle  ABC  soit  égal  à  un  nombre 
donné  m. 

Indiquer  les  conditions  de  possibilité ^  appliquer  en 


(  3.P-  ) 

i5 
supposant  m  =  -.y-  >  et,  dans  ce  cas,  détenniner  par  une 

construction  géométrique  la  position  du  point  M. 

En  désignant  para:  la  distance  chercliéc  AM,  on  voit 
facilement  que,    les   angles  MAP,  MBQ   étant  de  60®, 

on  a 

.  ,^       AM       X  _, ..       BM        a  —  œ 

AP  = nr  -     et     BQ = 

22  ^2  2 

Si  l'on  abaisse  des  points  B  et  Q  des  perpendiculaires 
BH,QR  sur  AC,  la  similitude  des  triangles  QCR,  BCH 
donnera 

QR  _  B  H       y^ 

QC  ~  BG  ~    2  '  ' 
d'où 

'  QK  ::=.  QC  ^  =  (BG  —  BQ)  '^- 
D'autre  part, 

PG=:AG—  APirrra--. 

2 

Ainsi,  Taire  du  triangle  PQC,  ou  — '— ^  >  a  pour 
valeur 

-(a ]ia-^œ)-j-',      ou      (2^  —  x)  (a -f- or) -—- • 

2  \        2/  ^  4  16 

Or,  le  quadrilatère  APQB  s'obtient  en  retranchant 
du  triangle  ABC  le  triangle  PQC*,  donc  l'aire 


APQB  =--  --^^ {ia—x)  [a  -\-  x)--^-  =  {x*  —  ax  +  2a})  —  / 


(  3i3  ) 

.  1  APQB 

ei  le  rapport      pp    a  pour  expression 


.r^  —  aa:  -\-  lœ 


Donc,  d'après  renoncé, 


x^  —  ax  -T-  'xa^ 


ou 


:^  m 


(i)  ^*  —  ax -^  ia}  (\ — 2/w)  —  o. 

Cette  équation  donne 

^  =  -(i±  v/i6m  —  7). 


Pour  m  <^  -^5  les  deux  racines  de  l'équation  sont  îma- 

ginaires  ;  si  m  =  -4:5  les  deux  racines  sont  éeales  à  -:  le 
point  M  est  alors  le  milieu  de  AB. 

Lorsque  m  est  compris  entre  -4i  et  ->  les  deux  racines 
^out  réelles,  positives  et  moindres  que  a  ou  AB.   Pour 

^  =  .r-7  par  exemple,  j:  =  -  (  i  :±  ^  )  les  valeurs  de  x 

^u  de  AMsont,  dans  ce  cas  particulier,  égales  à  la  moitié 
iu  côté  ABdu  triangle  équilatéral,  augmenté  ou  diminué 
iu  quart  de  la  diagonale  du  carré  construit  sur  ce  côté. 

Si  m  =  -  5  on  a 
2 

X  —  o     et     j?  --  a. 

Pour  m^  -  >  Tune  des  deux  racines  de  l'équation  (  i  )  est 

négative  -,  l'autre  est  positive,  mais  plus  grande  que  le 
côté  a  du  triangle  équilatéral.  Ainsi, la  question  n'admet 
aucune  solution  lorsque  le  nombre  donné  ni  est  égal  à 


(  •■5'i  ) 

-  ou  plus  grand  que -;  elle  est,    de  même,   impossible 
quand  m  est  moindre  que  ~ 

Note.  —  Solution  analogue  de  M.  Leinekugel. 


CONCOURS  GENERAL  DE  1880 

(  Toir  ?.*  série,  t.  XX,  p.  i35). 


philosophie. 
Par  m.  MORET-BLANC. 

La  Terre  étant  supposée  sphérique,  on  considère  le 
point  M  de  la  surface  dont  la  latitude  est  égale  à  la 
longitude  : 

I  °  Déterminer  la  lieu  des  projections  M  sur  le  plan 
de  l'équatenr  ; 

1^  Déterminer  le  lieu  des  droites  AM,  A  étant  le 
point  de  Véquateur  à  partir  duquel  on  compte  les  lon- 
gitudes. 

Soient  O  le  centre  de  la  Terre  et  B  le  point  où  le  demi- 
méridien  de  M  coupe  l'équateur. 

i*^  Les  arcs  MB,  AB  étant  égaux,  les  points  M  et  A  se 
projettent  au  même  point  m  sur  l'intersection  OB  des 
plans  de  Téquateur  et  du  méridien  de  M.  Le  point  vi  est 
la  projection  de  M  sur  le  plan  de  Téquateur.  L'angle 
AmO  étant  droit,  le  lieu  du  point  m  est  la  circonférence 
décrite  sur  AO  comme  diamètre. 

2°  Le  triangle  A/wM  étant  rectangle  en  m  et  de  pl^^ 
isoscèle,  l'angle  MAm  de  la  droite  AiVI  et  de  sa  projec- 
tion Km  sur  le  plan  de  l'équateur  est  de  45°.  Par  suit^i 
la  droite  AM  fait,  de  même,  un  angle  de  45**  avec  la  p^** 
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endiculaire  AC,  élevée  en  A  au  plan  de  Téquateur.  La 
roite  AM  appartient  donc  à  la  surface  d*iin  cône  de  ré- 
olution  ayant  A  pour  sommet  et  AC  pour  axe,  et  dont 
es  génératrices  font  avec  Taxe  un  angle  de  45**.  Le  lieu 
le  la  droite  AM  est  la  partie  de  la  surface  de  ce  cône 
jui  est,  par  rapport  au  plan  tangent  à  la  sphère  en  A, 
îituée  du  même  côté  que  la  sphère. 


rhétorique. 
Par  m.  MORET-BLANC. 


^ux  deux  extrémités  A  etlR  riu  diamètre  AB  d'un 
^mi'Cercle,  on  lui  mène  deux  tangentes  ;  on  construit 
isuite  une  troisième  tangente  qui  coupe  les  deux  pre- 
ières  aux  points  0»  etJ).  On  demande  de  déterminer 
^tte  troisième  tangente  de  manière  que  le  'volume  en- 
jndré  par  le  trapèze  ABDC  en  tournant  autour  du 
lamètre  AB,  et  la  sphère  engendrée  par  la  révolution 
u  demi-cercle  autour  de  son  diamètre,  soient  entre 
ux  dans  le  rapport  de  m  à  i.  Discussion. 

Soient  O  le  centre  du  demi-cercle,  R  son  rayon  et  E  le 
)oint  de  contact  de  la  tangente  CD.  Posons 

AG  =  .r,     BDnzj. 

Le  trapèze  ABDC,  en  tournant  autour  de  AB,  en- 
gendre un  tronc  de  cône  dont  le  volume  a  pour  ex- 
pression 

et  Ton  a 

2  4 

vr7rR(.a?2  -4-  y2  -\-  Xf)   =  ^  T  m  H'* 


(  3.6  ) 

OU 

(i)  J72 -4- j* -h  j?j—  2mR*. 

Les  lignes  OC,OD  étant  les  bissectrices  des  angles 
supplémentaires  DCA,  CDB,  la  somme  des  angles  OCD 
et  ODC  égale  un  droit,  et,  par  suite,  Tanglc  COD  est 
droit.  D'ailleurs 

AC=--.CE-=r.x,      DE  — y. 
Le  triangle  rectangle  COD  donne 
(2)  xy^RK 

En  combinant  les  équations  (i)  et  (2),  on  a 

(^-h7)2=:(2/W-h  l)R% 

(a?—/)*  — (2/w  — 3)RS 


d*où 


R  11/2  m  +  i  -{-Jim  —  3 

Xz=:  — 12 £, 

2 

R  \  Jim  -^i  —  \lim  —  3| 

y^- :7^ ='• 


Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  et  il  s 
que  Ton  ait 

m  c  — 

2 

Dans  le  cas  du  minimum, 

2  -^ 

Le  tronc  de  cône  se  réduit  au  cylindre  circonscrit  à  la 
sphère. 


(3.-  ) 


SECOINDE. 

Par  un  ABONNÉ, 


Sur  le  coté  BC  d'un  triangle  ABC,  ou  sur  son  prolon- 
nent,  on  prend  un  point  arbitraire  D ,  et  l'on  fait 
sser  deux  circonférences,  l'une  par  les  points  A^  B,  D, 
utrepar  les  points  A  ^  C,  D  ;  soient  0,(y  les  centres  de 
circonférences.  On  propose  : 

1°  De  démontrer  que  le  rapport  des  rayons  de  ces 
conférences  est  indépendant  de  la  position  du  point 
sur  le  côté  BC  \ 

i®  De  déterminer  la  position  que  doit  occuper  le 
'nt  D  pour  que  les  deux  rayons  aient  la  plus  petite 
gueur  possible  ; 

V^  De  démontrer  que  le  triangle  AOO'  est  semblable 
triangle  ABC  ; 

[**  De  troui^er  le  lieu  décrit  par  le  point  M  qui  par- 
'c  la  droite  OQI  dans  le  rapport  de  deux  longueurs 
xnées  m,  n\  on  examinera  le  cas  particulier  ou  le 
nt  M  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
nt  A  sur  OO'. 

La  droite  OCy  étant  perpendiculaire  à  AD  en  son 
lieu  rf,  les  angles  AOt/,  ABD  ont  chacun  pour  me- 
e  la  moitié  de  Tare  AD  de  la  circonférence  O,  et  les 
gles  AOV,  ACd  ont  pour  mesure  la  moitié  de  Tare  AD 
la  circonférence  O'  5  donc 

AOd'rzz  ABC"     et     AO^::='AC^, 
où 

AO        AB 

AO'  '"  AC  ' 
L,  par  conséquent: 

i**  Le  rapport  des  rayons  AO,  AC  des  circonférences 


(  ^'^  ) 

O,  (y  est  indépendant  de  la  position  du  point  D  sur  le 
côté  BC. 

2"  Les  angles  des    triangles  rectangles  AdO,  AdOf 
étant  invariables,  il  en  est  de  même  des  rapports 

AO         A0\ 
Ad'       'Xd' 

il  s^ensuit  que  les  plus  petites  valeurs  des  rayons 
AO,  AO'  correspondent  au  minimum  de  Ad  ou  de  AD; 
le  minimum  de  AD  est  la  perpendiculaire  abaissée  da 
point  A  sur  BC.  Les. centres  0,0'  coïncident  alors  avec 
les  milieux  è,  c  des  côtés  AB,  AC,  et  les  rayons  AO, 
AO'  des  circonférences  O,  O'  ont  pour  valeurs 


YB 

AG 

i 

3**  Le  triangle  AOO'  est  semblable  au  triangle  ABC, 
puisque  les  angles  AOO',  AO'O  sont  égaux  respecti- 
vement aux  angles  ABC,  ACB. 

4**  Soit  m  le  point  qui  partage  la  droite  bc  dans  le 
rapport  donné  de  OM  à  MO';  les  triangles  èAm,  OAM 
seront  semblables,  et  l'on  aura 

^.^^      ^AT.>  ^^        AO 

bXm=::  OAM      et      -r —  =  -7-— _• 

Am        AM 

11  en  résulte  que  les  triangles  èAO,  mAMsont,  de  mêmt', 
semblables.  En  eiïet 

Z/AO^      mAM, 

parce  que  ces  angles  sont  égaux  aux  angles  JA/w,  OA-M, 

augmentés  ou  diminués,  tous  deux,  de  Tangle  OAm.  D*^ 

plus,  l'égalité  ] 

A/>         \0 

Ani  ~  AM 


(  ^'9  ) 

louue 

A  h       \m 

loue  les  triangles  i  AO,  m  AM  sont  semblables,  comme 
lyant  un  angle  égal  compris  entre  des  côtés  proportion- 
nels. Mais  le  triangle  AAO  est  rectangle  en  è;  donc 
/angle  AmM  est  droit.  Par  conséquent,  le  lieu  géomé- 
:rique  du  point  M  est  la  perpendiculaire  menée  à  la 
Iroite  Am,  au  point  m. 

Lorsque  AM  est  perpendiculaire  sur  OCy,  la  droite  bc 
îst  perpendiculaire  à  A/w,  puisque  les  triangles  bAm, 
3AM  sont  semblables,  et,  dans  ce  cas,  le  lieu  géomé- 
TÎque  de  M  est  la  droite  bc  qui  passe  par  les  milieux 
^,  c  des  côtés  AB,  AC. 

Note.  —  La  môme  question  a  été  résolue  par  MM.  Moret-BIanc  el 
I.  Delacourcelle,  élève  en  Mathématiques  élémentaires  au  lycée  de 
Parbes. 

troisième. 
Par  m.  MORET-BLANG. 


Première  question.  —  Par  les  deux  extrémités 
'l'une  droite  AB,  et  d'un  même  côté  de  cette  droite^ 
on  lui  élève  deux  perpendiculaires  AG  et  BD,  telles 
(fue  l'aire  du  trapèze  ABCD  ait  une  -valeur  constante 
donnée.  Du  milieu  E  de  la  droite  AB,  on  abaisse  une 
perpendiculaire  EM  sur  la  droite  CD.  Trouver  le 
lieu  décrit  par  le  pied  M  de  cette  perpendiculaire 
ifuand  on  fait  varier  les  longueurs  des  perpendicu- 
laires AC  et  BD. 

Même  problème  quand  les  lignes  AC  et  BD,  au  lieu 
d'élre  perpendiculaires  à  AB,  sont  parallèles  à  une 
Iroite  fixe  donnée. 


(  ^i'io  ) 
Soit  m^  Taire  donnée  du  trapèze  ABCD.  On  a 


AC       BI>        .^ 

1 


Soit  F  le  milieu  de  CD;  la  ligne  EF,  parallèle  à  AC 
et  à  BD,  sera  perpendiculaire  à  AB  et  égale  à 


AC  -\-  BD        m» 


r;  > 


2  AB 

troisième  proportionnelle  à  AB  et  m. 

Ayant  élevé  EF,  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  AB 
et  égale  à  cette  longueur,  le  point  F  est  le  milieu  de  CD 
dans  toutes  ses  positions.  L*angle  EIVIF  étant  droit,  le 
lieu  du  point  M  est  la  circonférence  décrite  sur  EF 
comme  diamètre. 

Si  AC  et  BD  sont  parallèles  à  une  droite  6xe  donnée, 

soit  rfleur  distance  ;  il  faudra  prendre  EF  :::z=  —  et  pa- 
rallèle à  la  droite  donnée  :  le  lieu  du  point  M  sera  encore 
la  circonférence  décrite  sur  EF  comme  diamètre. 

Deuxième  question.  —  Construire  un  quadrilatère 
inscriptible,  connaissant  les  deux  diagonales,  l'angle 
quelles  forment  entre  elles,  et  le  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit  au  quadiilatère.   Discussion, 

Soient  /•  le  rayon  du  cercle  circonscrit,  d  et  d' les  deux 
diagonales  dont  aucune  évidemment  ne  doit  surpasser  2r, 
et  8  leur  angle. 

Décrivons  une  circonférence  avec  le  ravon  donné, et 
dans  cette  circonférence  inscrivons  une  corde  AC,  égale 
à  la  diagonale  d-^  abaissons  du  centre  O  la  perpendicu- 
laire 01  sur  la  corde  AC;  menons  par  O  une  droite  qui 
fasse  avec  01  Tangle  donné  8,  et  prenons  sur  cette  droite 

/  d^ 

OH -^011'^  i/r^  —  î^  . 
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trouve  un  quadrilatère  imaginaire,  ayant  pour  sommets 
les  quatre  foyers  de  Tellipse  donnée,  puis  rensemblede 
deux  coniques,  Tune  intérieure  à  cette  ellipse  (solution  à 
rejeter  parconséquent),  l'autre  extérieure,  qui  estlavraie 
solution.  M.  Poujade  clôt  sa  lettre  en  donnant  le  moyen 
de  former  une  équation  du  dixième  degré  contenant,  outre 
ce  qui  précède,  l'ellipse  donnée  elle-même.  Depuis  lors, 
si  je  ne  me  trompe,  la  question  n'a  pas  reparu  dans  les 
Nouvelles  annales.  Dans  la  solution  que  je  vous  envoie, 
il  n'y  a  ni  dixième  ni  huitième  degré  ]  je  vais  tout  droit 
à  la  courbe  du  second  degré,  qui  est  la  réponse  unique  à 
la  question  posée.  Je  donne  en  outre,  par  le  même  pro- 
cédé de  calcul,  le  lieu  du  point  de  concours  des  hauteurs 
du  triangle. 

La  question  est  fort  intéressante.  Elle  m'a  été  com- 
muniquée par  les  élèves  de  Mathématiques  spéciales  de 
Rouen,  à  qui  l'avaient  envoyée  des  caniarades  du  lycée 
Louis  le-Grand  (classe  de  M.  Pruvost).  Je  n'ai  pas 
trouvé  du  premier  coup  la  solution  relativement  simple 
que  je  vous  envoie. 

On  circonscrit  à  une  ellipse  donnée  un  triangle  ajant 
pour  hauteurs  les  droites  (fui joignent  les  sommets  aux 
points  de  contact  de  la  courbe  avec  les  côtés  opposés: 
lieu  des  sommets  du  triangle  ;  lieu  du  point  de  concours 
des  hauteurs. 

Soient 

JC  ces  a  -  h  /  sin  a  —  />    -     F  :::_  o, 

X  ces  p  H-  j  sin  p  —  ^  77-  Q  zzz  o, 

X  CCS  7  -I-  JK  sin  y  —  r  ^^  R  =1  o 

les  équations  des  polaires  des  sommets  da  triangle. 
La  conique  donnée  aura  une  équation  de  la  forme 

A        B       C_ 
P~^Q'^R""^' 


(  323  ) 

si  Ton  exprime  les  conditioas  de  renoncé,  on  a  îm- 
îdiatement 

A=:B=:C. 

Nous  allons  donc  identifier  l'équation 

III 

ec  Téquation 

a^yi   h  6«  œ^  —  a*  b'^  ^-  o. 

On  obtient  ainsi  ♦ 

/?(C0S  P-h  CCS  y) 
rj  (  COS  Y  4-  ces  a  )  -  H  /'  (  COS  a  H-  COS  p  )  rz:  O, 


/>(sin  p -+- sin  y) 

<7  (sin  Y -Hsin  a)  -h  r  (sin  a  4- sin  P)  =;  o, 


)         sin(P  -h  y)  ~+"  sin  (Y-ha)  -h  sin  (a-f-p)  r=o, 
COS  p  cos  Y  4-  COS  Y  COS  a  -h  cos  a  cos  p 

sin  p  sin  y  4-  sin  y  sin  «  H-  sin  a  sin  p 

^r  H-  rp  -\-  pq^ 

Désignons  par  )^  la  valeur  commune  de  ces  trois  rap- 
►rts  5  cette  valeur  est  facile  à  déterminer.  En  effet,  les 
nations  (4)  donnent 

)    cos  (P -h  y)  -h  cos  (y -h  a)  4-  cos(a-Hp)=z—  Xc*, 
)    cos(P  — y)  -I-cos(y  —  a)  -h  cos  (a— p)z=X(a*4- 6*). 

Si  Ton  ajoute  les  équations  { 3)  et  (  5  )  élevées  au  carré, 
tenant  compte  de  Téquation  (6),  on  a 

C*X2  — 2(eï2-+-/>2)X—  3  =  o, 

il  faut  prendre  la  racine  négative,  car  la  racine  posi- 
'e  rendrait  ^expression  X  (a^ -f-i^^^  c'est-à-dire  la 
ciime  des  trois  cosinus  du  premier  membre  de  l'équa- 
>ii  (  6  ) ,  supérieure  à  3 . 


4 
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Donc 


À  1=:: • 

Soient  maintenant  Xi  etj^i  les  coordonnées  du  sommet 
M,  pôle  de  la  droite  R  =o.  On  a  évidemment 

et,  si  l'on  désigne  par  |jl'  la  valeur  de  ces  trois  expressions, 

Xi  CCS  a  ^  jKi  sin  a  ^np  4-  jx', 
Xi  cos  p  H-  /i  sin  p  n-:  ^  +  [x', 
a?i  cas  Y  "^  /i  sin  Y  =^  /*  —  fJ"-'. 

Multiplions  ces  trois  équations  respectivement  par 

cos  p  H-  cos  Y,     cos^Y  -f-  cos  a,     cos  a  -h  cos  p 
et  ajoutons.  Nous  trouvons  ainsi 

En  multipliant  de  nouveau  par 

sinp  +  sinY,     sinYH-sina,     sin  an- sin p, 

on  trouve  de  même 

\a^yi  rrz  jx'  sin  Y- 
Donc 

et  comme,  d'autre  part, 

ix'«  -h  X(a2jî  ^_  ^,«^.2  -.  a«6«)  irzo, 
on  a,  pour  réquation  du  lieu  de  M, 

h 

)^  recevant  la  valeur  déterminée  plus  hauliv  i 

Cette  conique  est  extérieure  à  TeUipse  do^ji^-  &   J 
effet,  X  étant  négatif^  on  a  hécessainemeat 


■Lv/;'. 
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J'obtîenç  de  la  même  manière  le  lieu  du  point  de  con- 
cours H  des  hauteurs  du  triangle.  Soient  o^oîJTo  les  coor- 
données de  ce  point.  Il  est  clair  que  P©  =  Qo  =  Ro,  et,  si 
Ton  désigne  par  [jl  la  valeur  commune  de  ces  trois  ex- 
pressions, on  a  immédiatement 

(e)  3(1.2  =zX(«2y2^6«^5  —  a2  62). 

Multiplions  par 

cos  p  H-  cos  Y,  cos  Y  -+■  cos  a,  cos  a  4-  cos  p 

les  trois  équations 

Xq  cos  a  4- J'o  sin  a^=:  p  ^  \t., 
a^o  cos  P  H-  jo  sin  p  r=  ^  H-  jjl, 

cTq  cos  Y  -f-  Vo  sin  y  ^^  /'  -h  [x, 

et  ajoutons.  Nous  aurons,  en  tenant  compte  de  (i),  (2) 

et  (3), 

\b^a^Q:=z  [x(cosa  -h  cos  p  -f-  cos  y). 

On  aurait  demême,  en  multipliant  par  sin  p-H-sin  y, ..., 

la^yQ—  [L  (sin  a  +  sin  p  H-  sin  y)- 

En  élevant  au  carré  ces  deux  dernières  équations,  les 
ajoutant  et  tenant  compte  des  équations  (4)  et  de  la  valeur 

de  )v,  on  a 

2_  f^'-^l-'ra^ 


('■* 


Si   Ton  substitue  dans  Téquation  (e),  on  aie  lieu  du 
point  H  : 

3 (6*^J -f- a*j; )  =  c*X  («2^2  4_  ^2^2  __a2^2). 

Cette  conique  est  intérieure  à  l'ellipse  donnée,  puisque, 
K  étant  négatif,  on  a  nécessairement 

t'   '  ,  , 
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Lettrç  de  M.  A.  Legoux^  professeur  à  la  Faculté 
des  Sciences  de  Grenoble, 

Monsieur  le  Rédacteur, 

A  propos  de  la  remarquable  méthode  d'intégration 
de  Téquation  des  lignes  de  courbure  de  Tellipsoïde 
de  M.  A.  Picart,  permettez-moi  de  vous  rappeler  une 
autre  méthode  géométrique  que  j'ai  donnée  en  1878 
et  dont  j'ai  indiqué  l'application  au  cas  particulier 
actuel  [Etude  analytique  et  géométrique  dune  Ja- 
mille  de  courbes,  p.  18). 

Voici  en  quelques  mots  l'esprit  de  cette  méthode  : 
On  remarque  d'abord  que  Téq nation  différentielle 

—  .ry/>*  -h  ( j'  —  cT*  -r-  b'^)p  -h  xy  ■=  o, 
où 

dy 

peut  se  mettre  sous  la  forme 

{py  4-  x){r  ■  -  p.r)  -i-  b^p  —  o. 

Cela  posé,  on  fait  un  changement  de  variables  ;  ou 
prend  pour  nouvelles  variables  xf^ly'^  liées  aux  an- 
ciennes par  les  équations 

.r  --/>', 

r  --r  p'  x' — v', 

On  voit  sans  peine  que 

p^^x\ 

px  —77=/. 

On  sait  que  cette  transformation  revient  à  prendre  1— 
courbe  transformée  par  polaires  réciproques  de  la  pro- 


t 
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posée  relativement  à  la  parabole 

JC^  z=:  9,  y. 

Le  principe  de  cette  transformation  est  dû  à  Monge 
(z^oir  Chasles,  aperçu  historique,  p.  376). 
L'équation  di fièrent i elle  proposée  devient 

—  p'  {œ'^  -i-  i)  /  -h  œ'y"^  4-  b^œ'  —  o, 

q  t:i.eron  rend  linéaire  en  posant 

r'^  r-  u 
et,    clont  rîntégrale  est 

c    ^st  Téqiiation  d'un  système  de  coniques. 

X'intégrale  générale  cherchée  est  Téquation  des  po- 
laires réciproques  de  ces  coniques  relativement  à  la  pa- 

l'^lole 

,r-  -—  2  y. 

t. 

t3n  trouve  sans  peine  que  cette  équation  est 

.r2  v^ 


L_   — : —  f  • 

1^  /  .*   —  *  1 

C  C  —  o- 

^1  le  représente  des  coniques  homofocales. 

Lettre  de  M,  Jl,  Hilaire^  professeur  au  Ljcée 

de  Douai, 

Monsieur  le  Rédacteur, 

Voulez-vous  me  permettre,  quoique  je  ne  sois  nul- 
lement en  cause,  de  répondre  à  la  réclamation  de 
M.Mansion(i88i,  p.  i43)? 

SiTon  se  reporte  à  Tarticle  de  M.  Weill  (i88o,p.  aSS), 
la  phrase  citée  par  M.  JVIansion  s'y  trouve  intercalée 
Cintre  deux  théorèmes;  elle  se  termine  en  réalité  par 
^ïi  point,  et  non,  comme  dans  la  citation,  par   deux 
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points;  elle  s'applique  donc  au  premier  des  deux  lliéo- 
rèmes  : 

Si  une  conu/ue  est  inscrite  dans  un  triangle,  et  que 
la  somme  des  carrés  de  ses  axes  reste  constante,  son, 
centre  décrit  une  circonférence  ayant  pour  centre  /c 
point  de  concours  des  hauteurs  du  triangle. 

Or  cette  proposition,  très  connue,  est  due  à  SteincL^ 
et  elle  a  été  seulement  étendue  à  l'espace  par  M.  Mentîoi 
professeur  à  Paris,  et  collaborateur  des  Nouvelles  Ai. 
nales  j  usq  u'  en  1867. 

Je  terminerai  par  deux  indications  bibliograpliiquci 

i*^  On  s'expli([ue  que  iM.  Mention  ait  pu  être  regan 
comme  l'auteur  du  tliéorème  de  Géométrie  plane,  pai^  ^( 
qu'il  l'avait  énoncé  et  démontré,  sans  en  indiquer  rc^^i- 
gine,  à  la  fin  d'un  long  article  sur  l'hyperbole  équiL  ^- 
tère  [Nouvelles  Annales,  i865,  p.  38). 

a^  Le  théorème  analogue  de  l'espace  est  ainsi  conçvi; 

Si    un  ellipsoïde  est  inscrit  à  un   système  de   six 
plans,  et  que  la  somme  des  carrés  de  ses  axes  reste  con- 
stante ^  son  centre  décrit  une  sphère. 

M.  Mention  n'avait  pas  fait  connaître  la  position  du 
centre  de  la  sphère  par  rapport  aux  six  plans  donnés: 
cette  détermination  a  été  faite  par  M.  Paul  Serret. 

On  peut  consulter  là-dessus  trois  articles  de  ce  dernier 
auteur,  qui  ont  paru  dans  Tannée  i865  de  votre  Journal  l, 
(p.  145, 193  et  433)  et  qui  ont  servi  de  préliminaires  à  la  Ig 
Géométrie  de  direction,  ouvrage  publié  quatre  ans  plu^  lu 
tard,  en  1869.  \d 

Note.  —  Les  questions  1342  et  1357  ont  été  résolues  par  M,  Pi»»»; 
et  les  questions  1348  et  1353  par  M.  Artemieff,  4  Saint-Pétersbourg. 


î 
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SOLliTIOXS  DE  OUESTIOKS 
PROPOSÉES  DANS  LES  KOLVELLES  AXNALES. 


Question  127 

(voir  i"  gérie,  t  V,  p.  448). 

En  rendant  rationnelle  l'équation 

1  .1  1 

(ai  -\-  XY  -\-  {a^-'r  xV  -^-  ,  .  .  -\-  (Ctn  -f-  XY  —:  O, 

on  parvient  à  une  équation  du  degré  i^~^, 

1. 
Désignons,  en  général,  par  oLp  Texpression  («^  -h  j:)\ 

M.  Desboves  démontre,  dans  ses  Questions  d'Algèbre, 

p.  217,  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Etant  données  n  lettrées  ai ,  a2,  .  .  . ,  cLn^ 
on  forme  2^"*  polynômes  comme  il  suit  :  on  écrit j  à 
la  suite  de  ai,  successivement  H-  cl^  et  — a2,  et  Von  a 
ainsi  les  deux  binômes  ai -h  ao,  ai  —  a2  ;  à  la  suite 
de  ai  H-  a2  et  aj  —  a2  on  écrit  successivement  -h  ol^ 
et  —  aj,  et  l'on  obtient  ainsi  quatre  polynômes;  on 
écrit  à  la  suite  des  quatre  poljnômes  successivement 
+  aj^  et  —  a4,  et  l'on  obtient  ainsi  huit  poljnômes,  et 
ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  toutes  les  lettres  aient  été 
employées*  Si  l'on /ait  alors  le  produit  des  a'*"*  der- 
niers polynômes ,  on  obtient  une/onction  symétrique 
de  toutes  les  lettres  élevées  à  des  puissances  paires. 

Si  donc  on  multiplie  le  polynôme 
qui  forme  le  premier  membre  de  l'équation  donnée,  et 


(  33.  ) 
effet,  les  trois  nombres 7i,  n-\-  i,  /i-f-  a,  n'ayant 
e  facteur  commun,  sauf  2  si  w  est  pair,  devraient 
L*un  un  cube,  un  autre  le  double  d'un  cube,   et 
e  le  triple  d'un  cube. 

,  d'après  la  remarque  précédente,  w  +  i  ne  peut  être 
ibe  ou  le  double  d'un  cube^  reste  donc  à  supposer 
t-l-  I  soit  le  triple  d'un  cube,  /i  4-  i  sera  alors  de 
des  formes  pA*,  9^:-+-  3,  gk  — 3,  et  l'on  aura  une 
rois  combinaisons  suivantes  : 

/i-gA-  -  I,  9A-i-2,  9/:  — 4, 
n  -i-  1  --rg/cj  9/:  -4-  3,  9/1  —  3, 

n  -I-  2  —_  9 X'  -{-  1 ,  9X4-  4>  9/'  -     '^" 

/i  H-  2  ne   pourront  être   simultanément  l'un  un 
l'autre  le  double  d'un  cube. 

DC,  dans  aucun  cas,  le  nombre  des  boulets  de  la 
e  sera  un  cube,  sauf  le  cas  de  /î  =  i . 
Le  sera  pas  non  plus  une  cinquième  puissance, 
àudrait,  en  effet,  que  /i  -f-  i  fut  le  triple  d'une  cin- 
le  puissance,  et,  en  remarquant  qu'une  cinquième 
mce  est  de  l'une  des  formes  20  A-,  25k  dz  i ,  25Â  zt  7, 
rait  une  des  combinaisons 

~  25  k,  25  A  -!-  3,  25  A       3,  25  A'  h-  4?  ^5  A  —  4> 

::r7  25A: — I,  25A-h2,  25  A: — \,  25  A"  H- 3,  25  A'  —  5, 

n:  25A:  H- 1 ,  25 Ar -i   4 r  25A:--2,  25A:-t-5,  25  A:  —  3; 


2  ne  seraient  pas  simultanément  un  cube  et  le 
0  d'un  cube. 

ne  le  nombre  des  boulets  d'une  pile  à  base  trian- 
re  ne  peut  être  un  cube  ni  une   cinquième  puis- 
:  que  si  /z  ==  i . 
iisidérons  maintenant  une  pile  à  base  carrée,  et 
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voyons  si  Ton  peut  avoîr 

n{n  -i-  i)(2/n-  i)  i=6m'. 

Si  2/1-4-1  est  le  triple  d'un  cube,  on  tombe  dans  un 
cas  d'impossibilité  déjà  signalé. 

Si  a/i  -f- 1  est  un  cube,  il  est  de  Tune  des  formes  9/:, 
g/r+i,9/[  —  i,et  Ton  a  une  des  combinaisons 

2n  -h  i  :rr.gkf  gk-^-i,  gk — i, 

n^gk-r-^,  gk,  9^— i> 

n  -h  1-:^  gk  -\-  5,  gk-\-i,  gk. 

Les  deux  autres  nombres  ne  seront  pas  simultané-    j 

ment  le  triple  et  le  double  d'nn  cube.  ] 

Examinons  si  Ton  peut  avoir 

/l(/l-hl)(2/l|-l)  TI16/W*. 

Si  2/1  -f-  I  est  le  triple  d'une  cinquième  puissance,  n 
et  /z  H-  I  devraient  être  une  cinquième  puissance  et  le 
double  d'une  cinquième  puissance,  ce  qui  est  impos- 
sible. Si  2/î  -f-  I  est  une  cinquième  puissance,  on  aura 
Tune  des  combinaisons  suivantes 

2/i-t- I  :i=i  25A:,  25A-H-I,  25A'  — I,  25k-hy,  25A:-7, 

/i=:  25^-4- 12,  25k,  25k — I,  25k-\-3,  25^—4,    J 

/i-h  I  =  25/:  4- i3,  25k-hi,  25k,         25â:+4>  25k— h 

et  Ton  voit  que  n  et  n-h  i  ne  seront  pas  simultané- 
ment le  double  et  le  triple  d'une  cinquième  puissance. 
Donc  le  nombre  des  boulets  d'une  pile  à  base  carrée 
ne  peut  être  une  cinquième  puissance  ni  le  double  d'une 
cinquième  puissance,  sauf  le  cas  d'un  seul  boulet. 
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Question  1328 

(Tolr  a*  série,  t.  XVUI,  p.  47R); 

Par  m.  MORET-BLANG. 

Etant  données  les  équations 

)  5^^-i-5jK* — 2*4-60^  —  24^  =  0, 

)  25;r'4- 25/^-t- >s' — i5a?-s=zzo, 

)  75a?'-h75j2_|_  2^2-1- 5j<3  —  45^^  =  0, 

présentant  des  surfaces  rapportées  à  un  même  sys- 
me  d'ares  rectangulaires ,  on  demande  :  i^  de  trouver 
genre  de  chaque  surface;  7?  de  troui^er  l'intersection 
is surfaces  [i)  et  (^i)'^3^  de  tromper  les  projections  sur 
ç  plans  coordonnés  de  l intersection  des  surfaces  (i) 
(3).  (Ernest  Lebon.) 

1°  L'équation  (i)  peut  s'écrire 

5(a?  -+-6)«  -h  S/^—  iz  -+- 12)''=  36; 

e  représente  un  liyperboloïde  à  une  nappe,  de  révolu- 

>n  autour  d*un  axe  parallèle  à  Oz,  et  ayant  son  centre 

point  X  =  —  6^j  =  0,-2  =  —  la;  le  rayon  du  cercle 

gorge  est  égal  à  —  et  les  génératrices  font  avec  Taxe 

i  angle  dont  la  tangente  est  égale  à  —  • 

Les  équations  homogènes  (2)  et  (3)  représentent  des 

nés  du   second   degré    ayant  leurs  sommets   à   Tori- 

ue. 

Les  trois  surfaces  passent  par  Tongine  des  coordon- 

es  et  sont  coupées  suivant  des  cercles  par  des  plans 

rallèles  au  plan  desoy. 

a®  En  éliminant  j^  entre  les  équations  (i)  et  (a),  on 

'îent  l'équation 

{z  4-  "lo)  (cî5  —  5.:r)  1— o  ; 
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elle  représente  le  système  de  deux  plans  perpendicu- 
laires au  plan  des  xz  et  passant  par  rinterseetion  des; 
deux  surfaces.  Le  premier,  parallèle   au  plan  des  xy 
coupe  les  deux  surfaces  suivant  un  cercle, 

Z:=:  —  20,       (.r-h  6)*-hJ^*=:  20; 

le  second  les  coupe  suivant  deux  génératrices  dont  1( 
projections  sur  le  plan  des  xz  se  confondent, 


fr /y» 

2 


et  dont  les  projections  sur  le  plan  deso^  ont  pour  équî 
tion 

4jK^  —  5  ^^  :--  G       OU      y  ^11:  ±1  —  X. 

3**  Si ,  entre  les  équations  (  1  )  et  (  3 ),  on  élimine  suceras-  s- 
sivementj^,  xel  2,  on  obtient  les  équations 

5w-(5x*-  —  .3--i-6o.r-  -  '2^z) 

-i-  (17 .3- -h  36o^  —  ^5xz  —  960^)^=0, 

5^ ( 1 7 .G -f-  5 jK  f-  36o)^ 

-H  io8<3(^  -h  2o)(i7Xî  -hoy  -f-36o) 
--h  4o5(^  ■  ;  20)^  (5 j^ —  5* —  24>s)  -==0, 

(^•2    r-j2--I2^){45a7  — 57  -r-48)2 

—  5(17^---  i7/^H-  24^)^ 

-  -  24(17^^-^  ï7/*  I-  24^0 (45^'  —  ^y  ~+-  48)  =0, 

qui  n^présentent  les  projections  de  Tintersection  des  siu  -■*' 
faces  (1)  et  (3)  sur  les  plans  xOz^jOz  et  xOy, 

Les  deux  premières  ne  renferment  x  et  j^  respective  ^- 
ment  qu'au  second  degré  ^  on  peut  donc  les  résoudre  p:^-^'' 
rapport  à  ces  variables.  La  troisième  ne  renferme      ^J 
terme  indépendant,  ni  terme  du  premier  degré;  en     là 
transformant    en   coordonnées   polaires,    on    aura   ixTie 
équation  du  second  degré  çn  p.  La  discussion  et  la  con- 
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struclîoii  de  ces  trois  courbes  ne  présente  d'autre  diffi- 
culté que  la  longueur  des  calculs,  résultant  de  la  gran- 
deur des  coefdcîents;  je  ne  m'y  arrêterai  pas. 


Question    1330 

(fuir  2* série,  t.  XVIII,  p.  478); 

Par  m.  s.  REALIS. 

Les  nombres  x^j^  z  étant  exprimés  par  les  for- 
mules 

X  —  2(a2—  p2  —  Y^-h  o2)  -h  2a(2fl  -1-  3^  -h  4û), 

J  m  2(~- a^H-  p2_  .^2  _H  82)  _^  2  P(2a  -f- 3y  H- 45), 

^  rrz  3(- a'-— i32-f- Y^-H  §2)  _^  4^(3j  _^  p  _^  28), 

on  peut  énoncer  les  propriétés  suivantes  : 

1°  L'expression 

x^  -r  y^  -r  z^ 

se  réduit  à  une  somme  de  deux  carrés. 

2°  Pour  des  valeurs  entières  convenables  de  a^^^  y^ 
i,  tout  nombre  ^^qui  est  égal  à  la  somme  de  deux  car- 
rés  entiers  et  à  la  somme  de  trois  carrés  entiers,  peut 
être  représenté  par  l'expression  ci-dessus,  dont  les 
termes  ont  été  préalablement  débarrassés  des  facteurs 
communs  inutiles, 

La  proposition  se  relie  à  celles  qui  font  l'objet  .d'un 
précédent  article  des  Noui^elles  annales  (*)  et  se  dé- 
montre de  la  même  manière. 

Les  indéterminées  x,  y^  z  étant  exprimées  en  a,  jS, 
y,  c?,  comme  il  est  dit  dans  l'énoncé,  posons  en  ouli  e 

M:r-^4(a2-hp2H-Y'-!     0^)  "h  2  8  (  2  a  H"  2  ^  +  3  y). 


(*)   Développements    sur   quelques    théorèmes    d'Arithmétique 
(voir  2*  série,  l.  XVIII,  p.  5oo). 
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Ou  aura,  par  identité,  la  rclalioii 

a.^ -{- y^ -\- z'-  t' -\- 11^ , 

c'est-à-dire  une  équation  indéterminée  dont  toutes  les 
solutions   entières  peuvent  s'obtenir  par  les  formules 
ci-dessus,  moyennant  des  valeurs  entières  convenables 
attribuées  à  a,  (3,  y,  S,  De  là  la  proposition  énoncée. 
Voici  quelques  exemples  : 

a:ii:ll,       pznio,       71:1:1:14,       0  =;  —  l5; 

324-22-4-22  —  42+12  —  17; 

ai=io,     p  =  7,     Y--ÏO     ^  =  —  9; 

a  — l4,       p--l3,       -i  —  lQ,       01=:— 19; 
42.^32_^l2,^52_^,2_-26; 

a -2,     ?--4,     T--7j     5  — —  8; 
62 -f- 22 -H  12—52+42—41; 


La  question  proposée  est  ainsi  résolue,  puisque  Ton  a. 
la  solution  complète  de  l'équation  indéterminée  d'où  elle 
dépend.  Quant  aux  preuves  de  la  généralité  absolue  de 
la  solution  précédente,  elles  tiennent  aux  mêmes  consi- 
dérations qui  se  rapportent  aux  équations  résolues  dans 
l'article  mentionné. 11  en  est  de  même  quant  aux  moyens 
de  déterminer  les  valeurs  de  a,  (3,  y,  $  d'après  des  valeurs 
préalablement  données  de  f,  a,  x^j^  z.  Nous  n'insiste- 
rons donc  pas  ici  sur  ce  sujet. 

Note,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Ferdinando 
•     Pisani;  Moret-Blanc;  Marcello  Rocchetti. 


(  :\>.  ^ 


m  SUR  LA  GÉNÉRALISATION  D  UN  THÉORÈME  DE  PAPPUS; 

Par  m.  h.  RESAL. 


L'illustre  géomètred*AIexaiidrîe  a  énoncé  le  théorème 
livant,  dont  la  démonstration,  si  elle  a  été  donnée,  n'est 
LS  parvenue  jusqu'à  notre  époque  : 

Si  trois  mobiles  placés  aux  sommets  d'un  triangle 
irtent  en  même  temps  et  parcourent  respectiv^ement 
s  trois  côtés,  en  allant  dans  le  même  sens  et  avec  des 
'tesses  proportionnelles  à  ces  côtés,  leur  centre  de  gra- 
té  restera  immobile. 

Ce  théorème,  qui  est  tombé  dans  Toubli  malgré  l'ii^té- 
t  qu'il  présente,  est  un  cas  particulier  du  suivant  : 

Soient  Ai  Ao .  .  .  A,^  A^  un  polygone  fermé  de  n.  côtés, 
^an  ou  gauche,  m  la  masse  de  chacun  des  n  points 
atériels,  partant  en  même  temps  des  sommets  z\.i, 
2,  .  . . ,  A/i,  et  dans  le  même  sens,  avec  des  vitesses 
instantes  V|,  Vo,.  .  . ,  V,^,  proportionnelles  aux  côtés 

=  AiA2,  a^^^K^K^-^  ...,  «,£  =  A,^Ai,  le  centre  de 
^avité  des  masses  m  reste  fixe. 

Rapportons  le  système  à  trois  ax(îs  coordonnés  rectan- 
ilairesOo:,  Ojr^Oz^  et  soient 

'-î^ii  ^i  l^s  coordonnées  du  sommet  A/^ 
,  y,  z  celles  du   centre   de   gravité   du    système  des 
masses  m  au  bout  du  temps  t  ; 

i  =  liai  la  vitesse   du   mobile  mi  qui   part  du    som- 
et  A,',  en  désignant  par  h  une  constante. 

L'ordonnée  parallèle  à  Oj:;  du  mobile  z??./  au  bout  du 

Ann,  de  Mathém,,  2®  série,  t.  XX  (Août  1881).  22 


(  :\?yH  ) 


temps  l  étant 


on  a,  cm   prenant    les  moments  par   rapport   au  pla 


i=n 


.Z" 2 m  =  m N  Lr X H-  ^'(li ces \ a/,  a)  X f 


1=1 


ou 


r  2  /?t  =:  /?t 


Comme  Je  polygone  est  fermé,  le  second  terme  du  seconde/ 
membre  de  celte  égalité  est  nul  ;  d'ailleurs^  Sm  =  mrzj 
par  suite, 


I 


V 


<*t  de  même 


1  —  —  *-  >  I, 

n    ' 
I 

, _   V  -  . 

^  ---  —  —-'/J 


[je  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 


Sl!IS  LEXPRESSION  IIU  VOLUME  DE  CERTAINS  TÉTRAÈDRES; 

Par  m.  h.  FAURE, 

Chef  d'escadron  d'Artillerie. 


I.  Si  l'on  désigne  par  a,  i,  c^d\  ci ^  i',  {/,  d!  les  som- 
mets de  deux  tétraèdres,  on  a  la  relation  suivante  : 

a'bcd  alcda  a^dah  a!  abc 

b'bcd  b'cda  b'dab  b'abc 

c'bcd  c'cda  c'dab  c'abc 

d'bcd  d'cda  d'dab  d'abc 


^{abcdy.a'b'c'd', 
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!  les  volumes  des  divers  tétraèdres  que  Ton  peut 
er  en  joignant  les  sommets  du  premier  à  ceux  du 
id. 

théorème,  que  j'avais  proposé  eu  question,  a  été 
>ntré  dans  ce  Journal. 

Supposons  qu'il  existe  entre  les  volumes  de  ces  té- 
res  les  relations 


a'bccl 
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a'dab 

a' abc 

l 
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î  la  première  nous  déduisons 

bcd       a'cda       a'dab       a'abc  abcd 


l  ni  n  p  l  -h  m  -{-  n  -h  p 

is  trois  autres  donnent  des  résultats  analogues,  de 
;  que,  si  dans  le  déterminant  A  nous  remplaçons 
les  volumes  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  abcd  et 
coefficients  /,  m,  w,  .  . . ,  nous  trouverons,  en  repré- 
ant  parP,  P',  P'^,  P'''  les  sommes  /-Hm-h/z-f-/?, ... , 


'^^^'^       =  a'b'c'd'. 
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p^p,^p„^p//r 


.es  quantités  /,  m,  //,  /7,  .  • .   sont    susceptibles  de 
les,  car  on  doit  avoir  en  même  temps 

a'bccl  H-  a'cda  -f-  a'dab  -h  a'abc  •=z  abcd  y 

/h-  m  -+-72-1-/5=:  P. 


(  34o  ) 
Si  les  points  U ^  //,  c',  A'  sont  sur  les  faces  A,  B,  C,  1), 
on  a,  dans  l'espace,  le  théorème  correspondant  à  la  ques- 
tion 1353. 

m.  Supposons  que  les  points  a',  &',  c',  d'  soient  pris 
respectivement  sur  les  faces  A,  B,  C,  D  du  tétraèdre  ahcà. 
Nous  aurons 

,.     ,                                   ,    ,         a'cd(a,K) 
a  bcd  =  o  j  a  cela  := ^r j 

,              a'db(a,k)          ,             n'hc(a,\) 
a  dab  = >      n  abc^^ r. > 

c;t  des  expressions  analogues  pour  les  autres  éléments 
du  déterminant  A.  Notre  premier  théorème  devient 
donc  celui-ci  : 

Un  tétraèdre  abcd  étant  donné,  si  l'on  prend  sur 
ses  faces  les  points  a\  b\  c\  d'  et  que  l'on  désigne  par 
A,  B,  C,  I)  les  aires  des  faces  de  ce  tétraèdre,  on  aura 


o  a'cd  a'db  a' bc 

b'cd       C)  b'da  b'ac 

c'bd  c'da        o  c'ab 

d'bc  d'en  d'ab        o 


a'b'c'd' 
abca 


Si,  en  particulier,  les  points  a\  h\  c\  rf'sont  les  pieds 
des  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  du  tétraèdre 
abcd  sur  ses  faciès,  les  triangles  qui  figurent  dans  le  dé- 
terminant sont  les  projections  de  trois  des  faces  sur  la 
quatrième,  et  l'on  obtient  le  résultat  indiqué  par  M.  Geniy 
(  question  1 35o  ) . 

IV.  Joignons  \\n  point  quelconque  o  aux  sommets  «, 
i,  c,  d  et  prenons  sur  ces  droites  respectivement  les 
points  a\  b\  c\  d' .  C(îs  points  formeront  un  tétraèdre 
a'b'c'd' ^  homologique  au  tétraèdre  abcd.  Si  Ton  désigne 
par  V  le  volume  de  ce  tétraèdre,  par  V^,  V^,  V^.,  V^/l^^s 


(  M  '  ) 

lûmes  des  tétraèdres  qui  ont  pour  sommet  commun  le 
lint  o,  et  pour  bases  les  faces  x\,  B,  C,  D  du  tétraèdre 
cd,  ou  a  la  relation 


,,,      oa\ob\oc\od' [ oa  ,r 


oa.ob.oc.od 


l  oa  ,r        ^^  w,        oc  ^.        od.,\ 
\oa  ou  oc  od       ] 

En  eilet,  si  l'on  désigne  par  V^,  V^^,  V'^.,  V^^les  vo- 
3ies  des  tétraèdres  ayant  pour  sommet  commun  le 
into  et  pour  bases  les  faces  du  tétraèdre  cib'dd'^  on 
'égalité  évidente 

V  V  V  \  ' 

V  —  _1  V    -\-  —  \ ,  -I-  _£  V   -u  —I^  V  1 

>    —  \r-  V  tt  -t-  -r^   '  A  ^      TT-  '  c  ^^  -x/      '  rf* 

Or,  les  tétraèdres  ¥«,  V'^  ayant  en  commun  les  trois 
îles  qui  se  coupent  au  point  o, 


V'         ob'.oc'.od' 
\a         ob.oc.od  ^ 


même, 


_  oa' .  oc' .  od'       \\. oa' .  ob' .  od'       \[i oa' ,  ob' .  oc' 

~  oa.oc.od         Vc        oa.ob.od        Y,/        oa,ob.oc 

là  résulte  la  relation  que  nous  voulions  établir. 
Ji  les  points  a',  //,  c\  d'  sont  sur  les  faces  A,  B,  C,  D, 
aura 

oa  aa! V         ob  V 

oa  oa  V  a       f>b  v  b 

appelant  V  le  volume  abcd-^  l'égalilé  (1)  devient 

3vv,v,va;/ 


Vi=i  — 


(.V-Va)(V-V,)(V-V,)(V-Vrf) 


Jans  celle  relation,  on  doit  donner  aux  volumes  V^, 
Vri  ^ d  des   signes  tels  que  leur  somme  soit  égale 


n  particulier,  si  le  point  o  est  le  centre  de  la  sphère 
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inscrite  au  tétraèdre  abcd^  on  aura 

.      ,_ 3V.A.B.C.D 

~      (S-A)(S  — B)(S  — C)(S  — O}' 

en  posant 

S  —  A  +  B-f-C-f-D. 

C'est,  à  un  facteur  numérique  près  ( — 3  au  lieu  de  6), 
le  résultat  indiqué  par  M.  Genty  (  question  1352,  P* Par- 
lie). 

V.  L'expression  (i )  que  nous  venons  de  trouver  pour 
le  volume  du  tétraèdre  allldd' ^  homologîque  du  tétraèdre 
a&crf,  peut  se  mettre  sous  une  autre  forme.  Si  parle 
point  o  nous  menons  des  plans  parallèles  aux  faces  iV/, 
cd'a\  d'olb\  a'b'd^  ces  plans  rencontrent  les  faces  corres- 
pondantes bcd^  cda^  dab^  abc  du  tétraèdre  abcd^  sui- 
vant quatre  droites  qui  appartiennent  à  un  même  plani, 
parallèle  au  plan  d'homologie. 

Mais,  d'après  une  propriété  connue  des  figures  liomo- 
logiques,  si  l'on  désigne  par  h  la  dislance  du  plan  lau 
plan  d'homologie,  on  a 


oa 

(a,\) 

ob 

{b,\) 

OC         (c,  I) 

od       (d,  I) 

oa' 

k    ' 

ob' 

k    ' 

oc'           k     ' 

od'         k 

D'ailleurs, 

V(o,  I)  =  \,(a,  I)  -h\,{b,  I)  -h Y.(c,  I)  ~^\M I); 

donc 

oa    r         ob  ^,         oc  , ,         od  -, 

(o,  1)        oa  ob  oc  od 


1 — rr 


L'expression  (i)  devient  ainsi 

/.3(o,  I)V 


a'b'c'd' 


{aA){bJ){cA)(d,l) 
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VI.   Dans  le  déterminant  A,  remplaçons  les  volumes 

3ar  les  valeurs 

a^bccl^=^\S.{a' ^  A), 

a'cda  —  \^{a\B). 
a'dabz=:lC{a',C), 


nous  obtenons  la  relation 


(a',  A) 

(a',B) 

(«',C) 

(«',») 

(*',A) 

(ft',B) 

{b',C) 

(/AD) 

(3V)'.3V' 

(c',X) 

(c',  B) 

(C,  C) 

(c',  D) 

A.B.C.D' 

{cl',  A) 

(J',B) 

{d\  G) 

(rf',D) 

qui  se  trouve  dans  mon  Mémoire  sur  les  indices  (n**  87). 

Vn.  D'un  point  o  on  abaisse  les  perpendiculaires  oa\ 
ob\  od^  od!  sur  les  faces  du  tétraèdre  abcd-^  si  l'on  dé- 
signe par  V  le  .volume  du  tétraèdre  a/b'cfd'y  par  V  celui 
iu  tétraèdre  abcd^ei  par  A,  B,  C,Dles  aires  de  ses  faces, 


3V2 


V'=  .  r^^^oa',ob'.oc'.od'{  — j  -\ jj  -+- ^ 


4ABGD 


oa 


C 


oc 


En  effet,  le  volume  \'  est  la  somme  algébrique  de 
quatre  tétraèdres  ayant  pour  sommet  commun  le  point  o 
et  pour  bases  les  triangles  b'dd\  c'd^a\  d'a'V^  a!b'c , 

Or 

6  h'c'd  ^=iob',oc',  od' sin  b'od'  sin  ( oc' ^  b'od'). 


sin^'orf'=  sinBD,     sin  (oc',  ^'o^' )  =  sin  (oc,  C  )  ; 

par  conséquent, 

6  b'c'd'  z=.  Ob',  oc',  od'  sin  BD  sin  {oc,  C  )  ^  ob' ,oc\od'  -^]' 

2  r>CD 


On  a  des  expressions  analogues  pour  les  valeurs  des 
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lorsque  m,  n^  jn\  n'  varient  d'après  une  loi  donnée,  Tin- 
tersectîon  de  ces  deux  sphères  engendre  la  girocyclidc. 
Changeons,  dans  ces  équations, 


X     en 


y     en 


t» 


"     '■"'"$^-h-r+(Ç       ••-' 


z     e 

(;  — ^-j 


elles  deviennent 

(3)  X- —  'X1)l\  —  2/ir,  -f-  2C'(?  —  f)  ::=:  O, 

et 

(4)  A"^ — ini'\  —  2/i''îr)  -4-  2C(JJ — C)=:0. 

Si,   dans  ces  équations,  on  considère  ^,  Tj,  J^  comme 
des  coordonnées  courantes,  elles  représentent  deux  plans 

passant  par  le  point  (Ç==o,    •/;==o,    J^= j  ?  et, 

lorsque  m,  /î,  m',  7i'  varient  d'après  une  loi  donnée,  leur 
intersection  décrit  un  cône  (réel  ou  imaginaire). 

Réciproquement,  si  dans  les  équations  (3)  et  (4)  on 
change 

?     en  — -, 


/2  V 


r,     en 


en      (•  4- 


.v--\-  y--^^z  —  L'Y 
kHz  —  c^ 


on  retombe  sur  les  équations  (i)  et  (a). 

Donc,  à  toute  girocyclide  correspond  un  cône,  et  ré- 
ciproquement. Les  génératrices  du  cône  correspondent 
aux  cercles  générateurs  de  la  girocyclide. 

Remarquons  en  outre  que,  quel  que  soit  ^,  pour  une 
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même  déterminalîon  de  m,  w,  nit .  n\  toutes  les  droites 
représentées  par  les  équations  (3)  et  (4)  ont  la  même 
direction.  Donc  tous  les  cônes  transformés  sont  égaux. 
En  particulier,  ils  sont  égaux  au  cône  tangent  à  la  sur- 
face au  point  singulier  dont  les  coordonnées  sont  o,  o 
et  c,  car,  pour  A^  =  o,  les  équations  (3)  et  (4)  repré- 
sentent les  plans  tangents  aux  sphères  (i)  et  (2)  en  ce 
point. 

Us  sont,  de  plus,  symétriques  du  cône  tangent  au 
point  (o,  o,  — c),  par  rapport  à  un  plan  parallèle  au 
plan  des  xj, 

III.  Voyons  maintenant  h  quoi  correspondent  les 
lignes  de  courbure  de  la  deuxième  série.  D'après  un 
théorème  connu,  ce  sont  les  transformées  des  lignes  de 
courbure  de  la  deuxième  série  du  cône,  et  celles-ci  sont 
les  intersections  du  cône  avec  des  sphères  de  rayon  arbi- 
traire, ayant  pour  centre  le  sommet  du  cône.  Il  est  facile 
de  le  vérifier  analytiquement. 

D'après  un  théorème  démontré  par  M.  Ami  gués,  les 
lignes  de  courbure  de  la  deuxième  série  sont  situées  sur 
des  sphères  dont  Téquation  générale  est 

x'^ -\-  y^ -\-  z^  —  2  A^  H-  c^  =  o, 

h  étant  un  paramètre  arbitraire. 
Cette  équation  peut  s'écrire 

^2^_  y2_|_  (-_c)2_j_  2(c—  A)(^  —  C)  H-  2C(C  —  /i)  —  o. 

Si  l'on  y  fait  la  transformation  indiquée,  il  vient 

Â-*+2A-2(c— A)(Ç  — C)  -h  2C(C— /0[ç2-f-T,2-f-  (Ç  —  c)2]=0. 

Si  h  varie,  cette  équation  représentera  une  série  de 
sphères  dont  le  centre  sera  sur  l'axe  des  z,  et  à  une  dis- 

tance  de  l'origine  égale  à ;    ce    sont    bien    les 

sphères  définies  précédemmenl. 
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IV.  Une  girocyclide  du  quatrième  ordre,  rapportée, 
comme  Ta  fait  M.  Amigues,  au  centre  et  aux  axes  delà 
conique  que  décrit  le  centre  de  la  sphère  enveloppée,  a 
pour  équation 

ou  bien 

=  ^A(x  —  ay  -h  f\]i{y  ~  by. 

Si  l'on  transporte  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes 
au  point  («,  i,  o),  cette  équation  devient 

[a^^-hy^-h  {z  —  c)^H-  2flrj;  4-  2^vH-  2c{z  —  c)]- 

=  4Àx2-f-4BjS 

et,  si  Ton  e/lectue  sur  cette  dernière  équation  la  trans- 
formation indiquée,  il  vient 

équation  qui  représente  un  cône  du  second  ordre. 

(/^  sitiWe.) 


QUESTION  DE  LICENCE 

(M(»NTPELLIER.   NOVEMBRE    1879): 

Far  m.  E.  FAUQUEMBERGUK. 


On  donna  un  cjlindre  droit  vertical  dont  la  base 
est  un  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  a.  Une  courbe 
tracée  sur  ce  cjlindre  jouit  de  la  propriété  que,  M  dé- 
signant un  point  de  cette  courbe  et  MI  la  tangente  cor- 
respondante,  la  projection  du  rayon  vecteur  OM  =  /' 
sur  cette  tangente  est  constante  et  égale  à  une  ligne 


(  M9  ) 
donnée  h.  Le  point  M  est  défini  par  l' ordonnée  vcrti- 
cale  z  et  par  V angle  (o  que  la  projection  horizontale  OP 
de  OM.  forme  avec  le  rayon  fixe  OA. 

On  propose  de  : 

i^  Trouver  la  relation  finie  qui  existe  entre  z  et  oj, 
ou,  si  Von  préfère,  exprimer  ces  coordonnées  en  fonc- 
tion d'une  variable  auxiliaire; 

2"  Trouver,  en  fonction  de  z^  V expression  s  de  V arc 
€le  la  courbe; 

3°  Calculer  l'aire  cylindrique  comprise  entre  deux 
génératrices  données  et  les  arcs  qu  elles  interceptent 
sur  la  courbe  et  sur  le  cercle  de  base, 

i^  Désignons  par;p  Tangle  MRP  que  fait  la  tangente 
à  la  courbe  avec  la  tangente  PR  au  cercle  de  base.  OI 


étant  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  O  sur  MR,  la 
droite  PI  sera  aussi  perpendiculai  re  sur  MR  et  Tangle  MPI 
sera  égal  à  Tangle  cp.  On  aura  donc 


(0 


/: 


sincs 


Considérons  maintenant  un  point  M'  de  la  courbe  in- 
fittîment  voisin  de  M,  et  un  arc  de  cercle  MQ  parallèle 
au  cercle  de  base  et  rencontrant  en  Q  Fordonnée  M'P'. 


/ 


(  Xh>  ) 

Le  triangle  rectangle  infiniment  petit  MM'Q  nous  don- 
nera 

M Q  =  PP'=:  a  dw=z  dz  cotcp, 

ou,  en  remplaçant  cotcp  par  sa  valeur  tirée  de  (i), 
( 2 )  a  doi  -=2  j\  z^ —  /i*  dz, 

A 

d*oii 


2  A'  2       ^^  *  ' 

2®  Le  même  triangle  rectangle  donne 

,  dz 

(iS  7=11  — ) 

ou,  en  tenant  compte  de  (i). 


d  où 


ds  ^=1  —  z  dzy 


S    ,      Z       — j—     V-4i 


3°  Coupons  le  cylindre  suivant  la  génératrice  AM©  et 
développons-en  la  surface  sur  un  plan  passant  par  cette 
génératrice;  l'aire  AMoMP  que  nous  voulons  calculer 
se  placera  en  AMoM|P<,  de  telle  sorte  que  AP,  =  aw 
et  M|  P,  =  2;  en  la  désignant  par  A,  nous  aurons 


Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  A.  Leinekugel,  qui 
a  également  résolu  la  question  de  licence  (mAmc  Tome,  p.  55). 


(  3.')i   ) 

AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATIIÉHATIQUES 
(CONCOURS  DE  i880). 


COMPOSITION   DU   9    AOUT.  * 

Malliêiriat'ujues  spéciales . 

On  donne  un  ellipsoïde,  et  Ton  considère  un  cône  ayant 
j>our  base  la  section  principale  de  l'ellipsoïde  perpendi- 
oulaire  à  l'axe  mineur^  ce  cône  coupe  Tellipsoïde  sui- 
vant une  seconde  courbe  située  dans  un  plan  Q. 

I**  Le  sommet  du  cône  se  déplaçant  dans  un  plan 
donné  P,  trouver  le  lieu  décrit  par  le  pôle  du  plan  Q 
J>ar  rapport  à  rellipsoïde. 

2**  Ce  lieu  est  une  surface  du  second  degré  Z  ;  on  de- 
rnande  de  déterminer  les  positions  du  plan  P  pour  les- 
quelles le  cône  asymptote  de  cette  surface  S  a  trois 
giinératrices  parallèles  aux  axes  de  symétrie  de  rellip- 
soïde. 

3**  Le  plan  P  se  déplaçant  de  façon  que  la  surface  S 
satisfasse  aux  conditions  précédentes,  trouver  le  lieu  des 
foyers  des  sections  faites  dans  ces  surfaces  2  par  un  plan 
lîxe  R  perpendiculaire  à  Taxe  mineur  de  l'ellipsoïde. 

4°  Trouverla  surface  engendrée  par  la  courbe,  lieu  de 
ces  foyers,  quand  le  plan  R  se  déplace  parallèlement  à 
liai-mème. 

COMPOSITION   DU   lO   AOUT. 

Mathématiques  élémentaires. 

On  donne  le  côté  a  d'un  triangle  ABC,  la  somme  / 
<lcs  deux  autres  côtés,  la  somme  K^  des  carrés  des  bissec- 
trices, soit  des  angles  intérieurs  adjacents  au  côté  /z,  soit 


(  35i^  ) 

des  angles  eîxtérieurs  adjacents  au  même  coté,  et  l'on  de- 
mande de  calculer  les  deux  autres  côtés  h  et  c. 

On  examinera  le  cas  particulier  où.  1=  /\a^  et,  dans 
ce  cas,  on  discutera  complètement  les  deux  problèmes 
en  laissant  a  fixe  et  en  faisant  varier  K-. 


COMPOSITION   DU   I  I    AOUT. 

Théorie. 

i«  Définir  les  lignes  de  courbure  et  établir  leur  équa- 
tion différentielle. 

2°  Former  l'équation  qui  donne  les  rayons  de  cour- 
bure principaux  en  un  point  d'une  surface  donnée^  éta- 
blir les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que 
cette  équation  ait  deux  racines  égales. 

Application, 

Soient  u  une  fonction  donnée  d'une  variable  a  et  a' sa 
dérivée.  Soit  cf  (j3)  une  fonction  donnée  d'une  autre  va- 
riable [3.  On  considère  une  surface  S  telle  que  les  coor- 
données rectangulaires  x,j^  z  d'un  quelconque  de  ses 
points  s'expriment  par  les  formules 

x-=i{u  -\~  ^)  ces  a  —  u'  sina, 

j  m  (  f^  4-  p  )  sin  a  -h  w'  cos  a, 

-  =  ?(?)• 

1°  Démontrer  que  les  projections,  sur  le  plan  a:Oj^, 
des  sections  de  la  surface  par  des  plans  parallèles  au 
plan  xOj  ont  même  développée. 

2**  Démontrer  que  les  normales  k  la  surface  S  aux  dif- 
férents points  d'une  quelconque  de  ces  sections  forment 
une  surface  développable,  et  déterminer  l'arête  de  re- 
broussement  de  cette  surface. 


(  35:^>  ) 

3°  Trouver  les  J ignés  de  courbure  de  la  surface  Set 

les  rayons  de  courbure  principaux  en  un  quelconque  de 

ses  points. 

Géométrie  descriptive. 

Intersection  d'un  cône  et  d'un  paraboloïde  hyperbo- 
lique ayant  une  génératrice  commune. 

Données. 

Cône.  —  La  base  du  cône  est  un  cercle  situé  dans  le 
plan  horizontal  et  ayant  pour  centre  le  point  O. 

Distance  du  centre  O  au  bord  droit  du  cadre.  o™,ioo 
Distance  OB  du  centre  O  à  la  ligne  de  terre. .  0,096 
Rayon  du  cercle 0,080 

Le  sommet  est  projeté  horizontalement  en  S,  sur  le 


S' 


0".130 


diamètre  du  cercle  de  base  parallèle  à  la  ligne  de  terre, 
et  verticalement  en  un  point  S' tel  que  S'o-  =0™,  i3o. 

Paraboloïde.  —  Il  a  pour  plan  directeur  le  plan  hori- 
zontal, pour  directrices  : 

1°  La  verticale  OBC  passant  par  le  centre  O  du  cercle 
base  du  cône  ^ 

2°  La  génératrice  SA  du  cône  dont  la  projection  hori- 
zontale fait  avec  la  ligne  de  terre  un  angle  de  3o". 
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(  355  ) 
i®  On  demande  quelles  doivent  être,  d'une  part,  la 
loi  de  la  rotation  du  tube^  de  l'autre,  les  «ûrconstances 
initiales  du  mouvement,  pour  que  la  distance  /'du  point 
M  au  point  fixe  O  soit,  à  chaque  instant  f,  donnée  par 
la  formule 

K  et  a  étant  des  constantes  positives  données. 

a°  Conservant  pour  le  mouvement  de  rotation  du  tube 
la  loi  précédemment  trouvée,  ne  faisant  d'ailleurs  au- 
cune hypothèse  sur  les  circonstances  initiales,  on  de- 
mande d'étudier  le  mouvement  du  point  pesant  dans  le 
tube. 

Calcul, 
Etant  donnée  l'équation 

Z^ —  J  -H  1  =z  G, 

1**  Démontrer  qu'elle  a  toutes  ses  racines  imagi- 
naires ; 


a**  Calculer  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  y/ —  i 
pour  chacune  de  ces  racines.  En  posant  z  =  x  -^  yi^  on 
verra  que  le  problème  dépend  de  la  recherche  d'une 
des  racines  d'une  équation  du  troisième  degré;  on  calcu- 
lera cette  racine  à  l'aide  des  Tables  trigonomé triques 
avec  le  degré  d'approximation  qu'elles  comportent. 

Mathéniai  iq  u  es  spécialf^s .  (  Leçons .  ) 

1°  Equation  du  plan  tangent.  —^  Application  aux 
surfaces  du  second  ordre. 

a"  Exposer  quelques-unes  des  méthodes  à  l'aide  des- 
quelles on  reconnait  la  nature  d'une  surface  du  second 
degré  donnée  par  son  équation. 

3®  Asymptotes  des  courbes  rapportées  à  des  coor- 
données rectilignes.  (Première  leçon.) 


(35;  ) 

OU  d'uue  hyperbole,  déterminer  les  axes  de  la  courbe  eu 
grandeur  et  en  position. 

Etant  donnée  Téquation  générale  d'une  parabole,  dé- 
terminer son  axe  en  position  et  la  grandeur  du  para- 
métrer 

20°  Intersection  d*un  cône  et  d*un  cylindre  dans  le 
cas  où  la  courbe  d'intersection  a  des  branches  infinies. 
(Géométrie  descriptive.  ) 

ai°  Mener  par  une  droite  un  plan  tangent  à  un  hy- 
perbolpïde  de  révolution  k  une  nappe.  (Ciéométrie  des- 
criptive.) 

22°  Section  plane  de  Thyperboloïde  de  révolution  à 
une  nappe,  dans  le  cas  où  la  courbe  est  une  hyperbole. 
(Géométrie  descriptive.) 

Mathématiques  élémentaires.  [Leçons.) 
i^  Résolution  et]discussion  de  l'équation 

ax^  H-  ba^  -f-  c  =  o. 

2^   Figures  symétriques  par  rapport  à  un  axe,    par 
rapport  à  un  point,  par  rapport  à  un  plan. 
3**  Maximum  et  minimum  de  l'expression 

aœ^  -H  b,v  -+-  c 


a!x^  -h  b'x  -h  p^ 

4**  Conversion  d'une  fraction   ordinaire  en  fraction 
décimale.  — Fractions  décimales  périodiques. 
5**  Mesure  des  angles. 

6**  Volume  de  la  sphère  et  du  segment  sphériquc. 
7°  Résolution  des  équations 

ax  4-  by  :=  c,  a^ x  -\-  b' y^=^  c^ 
Discussion. 

8**  Formules  relatives  à  l'addition  et  à  la  soustrac- 
tion des  arcs. 


(359) 

Ê€OLE  NORMALE  SUPÉRIEURE,  SECTION  DES  SCIENCES 

(CONCOURS  DE  1881). 


COMPOSITION  DU  27  JUIJV. 

Mathématiques . 
Ou  considère  la  courbe  du  troisième  ordre 

27/'=:  t{X^: 

1^  On  demande  la  condition  à  laquelle  doivent  satis- 
faire les  paramètres  m  et  n  pour  que  la  droite 

yz=z  tnx-\-  n 

soit  tangente  à  cette  courbe. 

2**  On  demande  le  lieu  des  points  d'où  Ton  peut  mener 
à  la  courbe  proposée  deux  tangentes  parallèles  à  deux 
diamètres  conjugués  de  la  conique  représentée  par  l'équa- 
tion 

3°  Par  un  point  A  pris  sur  la  courbe  on  mène  des 
sécantes  coupant  cette  courbe  en  deux  points  variables 
M,  M'.  On  demande  le  lieu  du  milieu  du  segment  MM'. 
Discuter  la  forme  de  ce  lieu  et  indiquer  les  arcs  qui  ré- 
pondent à  des  sécantes  pour  lesquelles  les  points  M,  M  ' 
sont  réels. 


(  36.  ) 
rayon  du  même  petit  cercle,  on  mène  une  verticale^  sur 
la  partie  de  celte  verticale  comprise  entre  son  point  su- 
périeur de  rencontre  avec  la  sphère  et  le  plan  horizontal 
de  projection,  on  construit  un  triangle  équilatéral.  Ce 
triangle,  en  tournant  autour  de  cette  verticale,  engendre 
un  double  cône.  —  On  demande  de  représenter  la 
sphère  donnée,  supposée  pleine  et  opaque,  en  suppri- 
mant la  partie  de  ce  corps  comprise  dans  le  double 
cène. 

On  indiquera,  à  l'encre  rouge,  les  constructions  em- 
ployées pour  déterminer  un  point  quelconque  de  la  ligne 
commune  à  la  sphère  et  à  Tun  des  côties,  et  la  tangente 
en  ce  point. 

Titre  extérieur  :  Intersection  de  surfaces. 

Titre  intérieur  :  Sphère  entaillée  par  un  double  cône. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés 
ducadi'e,  à  o"*,i9o  du  petit  côté  inférieur. 

III.  —  Triangle, 
Etant  donnés  dans  un  triangle  ABC, 

a  =  82578"», 29, 
b  =  548o5«»,73, 
G—  ii2«35'28%i5, 

calculer  A,  B,  c  et  Taire  du  triangle. 

IV.  —  Phjsique  et  Chimie, 

1.  On  pèse  un  ballon  préalablement  rempli  d'air  sec, 
à  0**  et  sous  la  pression  Ho  =  754""*, 66;  soit  P  son 
poids.  On  fait  le  vide  dans  ce  ballon,  ramené  à  o*^,  et, 
après  avoir  noté  la  pression  de  Tair  restant,  A©  =  7*""% 
on  le  pèse  de  nouveau;  soit  p  son  poids. 


(  Mo  ) 

2.  Propriétés  principales  et  préparation  de  Thydro- 
gène  phosphore. 

Quel  est,  à  o**  et  sous  la  pression  de  760"^*",  le  volume 
d'hydrogène  contenu  dans  Soo^*"  d'hydrogène  phos- 
phore ? 


Ph  =z  32 

H=z    I 


Équivalents 

Densité  de  rhydrogène 81=  0,0692 

Poids  d'un  litre  d'air  à  0°  et  sous  la 

pression  760°^ =r  i8»',293 
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Tirages  a  part. 


8.  Développements,  par  rapport  au  module,  des  fonc- 
tions X(jj),  [ji(^)  et  de  leurs  puissances;  par  M.  Désiré 
-^ndré^  ancien  élève  de  TEcole  Normale.  [Extrait  des 


.       (  369  ) 

Au  lieu  de  chercher  l'enveloppe  de  la  droite  MN,  que 
nous  appellerons  S4,  nous  allons  chercher  la  polaire  ré- 
ciproque S 4  de  cette  courbe  par  rapport  à  la  conique 
donnée,  c'est-à-dire  le  lieu  du  pôle  de  la  droite  MN  par 
rapport  à  cette  conique. 

Prenons  le  triangle  ABC  pour  triangle  de  référence,  et 

vsoit 

a  x^ -\-  b  v^ -h  c  z^ -h '^  fyz  -f-  2  i^zx  -\-  2  /i  ^  v  =  o 

OU 

S  =  0 

Téquation  de  laconique  donnée.  On  sait  que  cette  équa- 
tion peut  aussi  se  mettre  sous  la  forme 

(i)    AX* -i-  BY^  -H  C7J  -+-  2 FYZ  4-  2 GZX  +  2  FIXY  =  o, 
en  posant 

k=hc—p,     B^ac—g'-,      C—ab  —  h^; 
V=gh-af,    G  =  hf-bg,     n^fg-ch. 

Cela  posé,  une  conique  tangente  à  Co  au  point 
{x\y*^  zf)  aura  pour  équation 

Sh-  (/j7-h  my  -\-nz){a:\' -hy\'-{-zZ')=io, 

JL\Y\  Z' étant  ce  que  deviennent  X,  Y,  Z  quand  on  y 
remplace  les  coordonnées  courantes  par  celles  du  point 
<le  contact. 

Pour  que  cette  conique  soit  circonscrite  au  triangle 
ABC,  il  faudra  qu'on  ait 

a-f-/X'  =  o;     ^4-/wY'=o;     c-h/iZ'=o. 

la  droite  MN  a  donc  pour  équation 

ax       by       cz 
X'  ^  Y'  ^  7J  ~ 

^nn.  Je  Mat/témnt.,  2*  séri«,  t.  XX  (AoiU  i88r).  ^4 


(  371   ) 
3eut  encore  traiter  la  question  de  Ja  manière  sui- 

lombre  des  droites  MN  qui  passent  par  un  point 
(Xijji^Zi)  (c'est-à-dire  la  classe  de  la  courbe  S4) 
il  à  celui  des  points  correspondants  P.  Or  ceux-ci 
Dnnés  par  les  équations 

S  =  o, 
aXi        by,        cz. 


a  seconde  représente  une  conique  r2  circonscrite 
ngle  A4  Bi  Ci ,  polaire  du  triangle  donné  par  rap- 
C2.  Les  coniques  r2  et  C2  se  coupent  en  quatre 
:  donc  la  courbe  S4  est  de  la  quatrième  classe, 
îproquement,  une  conique  circonscrite  au  triangle 
li  et  qui  a  pour  équation 

l        m        n 


-  +  -  +  -^0 


C2  en  quatre  points  P,  qui  sont  tels  que  les  droites 
pondantes  LM  se  rencontrent  en  un  même,  point 
pour  coordonnées 


/ 


—  ) 
a 


m 

n 

et 



h 

c 

3  point  [x\^  jx^Zi)  est  sur  Sji,  deux  des  tangentes. 
s  par  ce  point  se  réunissent  en  une  seule  ^  il  en 
même,  par  suite,  de  deux  des  points  d'intersection 
avec  la  conique  corref»pondante  r2  :  donc  ces  deux 
;s  sont  tangentes.  Et  réciproquement,  si  ces 
L*ourbes  sont  tangentes,  le  point  correspondant 
1,2:4}  est  situé  sur  S,.  Or,  la  condition  qui  ex- 
que  les  deux  conicjues  C2  et  T^  sont  tangentes 
'écrire  de  la  manière  suivante  : 


(374  ) 
(le  réqualion  x-  4-  i  =  ly'^  sont  données  par  les  termes 

des  fractions  réduites  d'ordre  pair,  la  première  étant  —> 

de    la   fraction    continue   périodique   dont    le   premier 
quotient  incomplet  est  Tunité  suivie  de  la  période  a. 
En  désignant  par 


<2i    /Wj     «2    m^    «3 
b^     /i,     62     /i2     bz 


cinq  réduites  consécutives  dont  la  première  -r^  est  d'ordre 
pair,  on  aura 

(1)  «3=  2/^2+  «2»  ^3=^2^2+  ^2> 

(2)  7/12=  2(22  -h  /^l,      /Î2=  262-1-/11, 

(3)  a2=2mi-i-ai,     62=2/1,4-^1. 

En  multipliant  les  équations  (2)  par  2,  les  ajoutant 
aux  équations  (i),  et  de  leurs  sommes  retranchant  les 
équations  (3),  on  a 

«3  ^6^2 ^1)       63=1662 — 61. 

D'après  cela  -5  ~  donnent 

^  I      D 

j;=i6.7 — 1=41,    ^^  =  6.5 — 1=129; 

7     Ai 

é>  —  donnent 

j    29 

j;=z:6.4l  —  7  =^  289,      J=z6.29  —  51=169. 

Etc. 

Note.  —  La  inônie  question  a  été  résolue  par  MM.  MoTct-BIanc ; 
J.  Lissenrou;   A.    Leinekugel;   Uochelti,  qui   a  résolu  égalemeat  la 

qucslion  133U. 


V 


(  3:5  ) 

Question   1350 

(  voir  B*  série,  t.  XIX,  p.  i8o). 

Par  m.  MORET-BLANC. 

Trouver  un  nombre  positif  ayant  la  triple  propriété 
d'être,  ainsi  que  sa  moitié,  égal  au  produit  de  deux  en- 
tiers consécutifs,  le  plus  petit  des  facteurs  de  cette  moi- 
tié étant  lui-même  égal  au  produit  de  deux  entiers 
consécutifs.  (Lionwet.) 

Soit  X  le  plus  petit  des  deux  nombres  entiers  consé- 
cutifs dont  le  produit  x'^+  x  est  le  plus  petit  facteur  de 
la  moitié  du  nombre  demandé  :  cette  moitié  est 

{x^-\-  x)  {x^  +  X  4-i)  =  ^*4-2^^-h2.r^-H^, 

et  le  nombre  demandé  sera  exprimé  par 

2^*4-  4^*^  H-  4-2?^ -H  '2.x. 

Il  faut  que  ce  nombre  soit  le  produit  de  deux  nombres 
^ïi  tiers  consécutifs 

^  OÙ,  en  multipliant  par  4  et  ajoutant  i , 

On  aperçoit  immédiatement  la  solution  a:  =  i ,  d*où 
^  ==:  3,  ce  qui  donne  le  nombre 

3  X  4  =  12, 

^oixt  la  moitié  6  =  2  X  3,  le  facteur  2  =  1X2. 

Le  procédé  d'Euler  pour  déduire  d'autres  solutions  de 
^^He-là  ne  donne  que  des  nombres  fractionnaires  ou  la 
^^liition  illusoire  x  =  o. 


(  37<J  ) 
Oii  trouve  une  infinité  de  nombres  satisfaisant  aux 
deux  premières  conditions.  J'ai  vérifié  que,  jusqu'à 
10^5, 12  est  le  seul  de  ces  nombres  dont  le  plus  petit  fac- 
teur de  sa  moitié  soit  le  produit  de  deux  nombres  en- 
tiers consécutifs. 


Question  1354 

voir  2*  série,  t.  XIX,  p.  &65); 

Par  m.  É.  PECQUERY, 
Élève  au  lycée  du  Havre. 

L'équation 

(i)        x'* — {k  —  b'^c)x^-\'{b  —  ic)ax — cA:=:o, 

dans  laquelle  a,  i,  c,  h  sont  des  entiers  positif  s ,  et  satis- 
faisant aux  conditions 

a2>/:>(a  — i)S 
(a  —  i)b^{a^—k  —  î)c, 

ou  bien  aux  conditions 

(a-hiy>k>a\ 

{a-\-i)b^{k  —  a^-h  i)Cy 

ne  peut  auoir  trois  racines  entières.  Si  deux  racines 
sont  imaginaires,  l'une  au  moins  des  racines  réelles  est 
incommensurable, 

La  même  proposition  subsiste  à  l'égard  de  l'équa- 
tion 

(2)       x'*—  {k  —  b —  c)x^-\-{b-\-ic)ax  -^ck=io, 

dans  laquelle  les  entiers  a^  b^  c^  A",  tous  plus  grands  que 
o,  satisfont  à  l'un  quelconque  des  quatre  systèmes  de 


(  377  ) 

conditions  qui  suis^ent,  savoir  : 

2"  6->a*>/r,     (a-hi)^^(a*— /r— i)c, 

3"  (a  +  i)2>A>a2>c, 

4«  6->a%    A'>aS     (a— ■i)^>(A-  — a*-i-i)c. 

Dans  chacun  de  ces  cas,  V équation  (2)  «  deux  racines 
réelles,  dont  l'une,  au  moins,  est  incommensurable. 

(S.  Réalis.) 

La  somme  des  racines  de  Téquation  (i)  étant  nulle,  si 
trois  de  ses  racines  sont  entières,  la  quatrième  le  sera 
aussi. 

Inversement,  si  l'une  des  racines  n'est  pas  entière, 
les  trois  autres  ne  pourront  être  toutes  trois  entières. 

U  siiflit  donc  de  démontrer  que  l'équation  (i),  satis- 
faisant à  l'un  des  deux  premiers  systèmes  de  conditions, 
admet  toujours  une  racine  non  entière. 

De  plus,  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de 
X  étant  l'unité,  cette  racine  non  entière  sera  incommen- 
surable. 

Substituons  à  x  dans  l'équation  les  trois  valeurs  suc- 
cessives —  [a — i),  — a,  —  (a  +  i)  et  désignons  par 
A,B,C  les  valeurs  que  prend  le  premier  membre,  on 
aura,  toutes  réductions  faites , 

A  =  (a  —  i)*[(a  —  i)2— A^]  —  6(a  —  1) -+- c(a2_  A- _  i), 

B  =  (a«— A-)(a2_|_c), 

C  =  (a -M)2[(a -h  i)2— A-] -h  6(«  +  I  )  ~  c(A' —  a^-H  i). 

Si  l'on  tient  compte  du  premier  système  de  conditions, 
on  voit  que  A  et  B  sont  de  signes  contraires  ;  si  l'on  tient 
compte  du  second,  on  voit  de  même  que  B  et  C  sont  de 
signes  contraires.  Donc,  dans  ces  deux  cas,  l'équation (i) 


(  379  ) 
Question  1358 

(Voir  même  Tome,  p.  g6)  ; 

Par  m.  h.  DU  MONTEL, 

Élève  du  lycée  Saint-Louis. 

Les  droites  rectangulaires  OX,  OY  (*)  sont  les  axes 

d'une  ellipse,  M  un  point  de  la  courbe  j  N  le  point  où 

la  noimale  en  M  rencontre  l'axe  OX  ^  MQ  la  perpen^ 

diculaire  abaissée  du  point  M  sur  OY*,  MNP  un  triangle 

dont  les  côtés  MP,  NP  sont  respectiv^ement  égaux  à 

MQ,  NO  :  si  l'on  prend  sur  la  bissectrice  de  V angle 

MPN,  et  de  chaque  côté  du  point  P,  des   longueurs 

PD,Piy  égales  entre  elles  et  telles  que  PD^  =r  MP.PN, 

la  circonférence  passant  par  jy  etYV  et  ayant  son  centre 

sur  OY  coupera  l'axe  OX  aux  deux  fojers  de  l'ellipse, 

(A.  BOILLEAU.) 

Soient  F,  F'  les  foyers  de  Tellipse,  et  C  le  point  où.  la 
normale  MN,  prolongée,  rencontre  Taxe  OY, 

On  a 

GN  _0N  CN  _PN 

CM"~QM'     ^"     CM""  FM' 

puisque  ON  =  PN  et  QM  =  PM.  Il  s'ensuit  que  le 
point  C  appartient  à  la  bissectrice  de  Tangle  extérieur 
en  P  du  triangle  MPN,  c'est-à-dire  à  la  perpendiculaire 
^  la  droite  DIV  élevée  au  milieu  P  de  cette  droite.  Donc 
le  point  C  est  le  centre  du  cercle  que  Ton   considère. 

Cherchons  la  valeur  du  rayon  CD  de  ce  cercle. 

Le  triangle  rectangle  CPD  donne 

GD2  =  CP2  4-PD2=CP2-^MP.PN. 
Mais,  d'après  une  propriété  connue,  relative  aux  bissec- 


^  ^, 


(  *  )  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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1365.  Démontrer  que  Téquation 

(n — l)(n — /  —  i)     .         , 

2(2/1  —  l) 


-'  —  ^ -L^ tl  a^x^-i-i 


(n  —  l)(n — /  —  i)(n  —  / — 2)(n  —  / — 3)     .    «   ,  . 

^^ — 7- — — — ^ ^^^ a*j?'»-'-*  —  . . .  =  o 

2  .  4 ( 2  /i  —  I )  (2  W  —  6) 

a  toutes  ses  racines  réelles,  inégales  et  comprises  entre 
—  a  et  H- fl.  •  (EscARY.) 

1366.  Démontrer  que  Téquation 

^   ,       (/i— /)(/i  — /— i)    ,    „  ,  , 


2  (2/1  —  l) 

in-l)(n-l-i)(n-l-2){n-l-3)  ^,^„_,_,  +  . . .  =  o 

2.4(2/^  —  l)(2/l  —  3). 

a  toutes  ses  racines  imaginaires,  inégales  et  comprises 
dans  Tinlérieur  d'un  cercle  de  rayon  égal  à  a. 

(  ESCAR Y .  ) 

1367.    I®  Si  une  équationy(ar)  =  o  est  ordonnée  et 
de  la  forme    « 

ç  et  <j;  u^ayant  que  des  permanences  et  a,  p,  y  étant  des 
nombres  positifs  tels  que  p^  =  ay,  l'équation  n'a  pas  de 
racines  réelles  positives. 

2®  Si  quatre  coefficients  consécutifs  d'une  équation 
sont  b  -H  c,  b^  c^  b  —  c,  de  sorte  que 

4-  bœP ->r  cxP-'^  ^  {b  —  c)œP-'^ ^  .  . .  =o, 

l'équation  a  des  racines  imaginaires. 

3**  Si  quatre  coefficients  consécutifs  sont  «,  b,   a^  i, 
de  telle  sorte  que 

/(o?)  =  . . .  axP^"^  H-  bxP  -f-  axP-"^  -h  bxP-'^  -h  .  . .  —  o, 

l'équation  a,  au  moins,  deux  racines  imaginaires.    . 
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SUR  UNE  CLASSE  DE  SURFACES  DU  QUATRIÈME  ORDRE  -, 

Par  m.  V.  JAMET, 

Professeur  au  lycée  de  Nice  (*). 


V.  Dans  tout  ce  qui  va  suivre,  nous  nous  appuierons 
constamment  sur  le  tliéorème  suivant  : 

Etant  données  deux  courbes  qui  se  coupent,  leurs 
trcinsformées  par  rayons  vecteurs  réciproques  se  cou^ 
pent  sous  le  même  angle. 

Comme  nous  conviendrons  d'admettre  ce  théorème, 
alors  même  que  nous  raisonnerons  sur  des  courbes  ima- 
ginaires, ou  bien  encore  que  nous  considérerons  le  pôle 
de  transformation  comme  imaginaire,  il  est  bon  d'en 
donner  une  démonstration  analytique.  Alors,  quand 
n  o us  énoncerons  le  tliéorème,  nous  ne  ferons  qu'énoncer 
l€3    résultat  du  calcul  suivant  : 

Soit  une  courbe  quelconque.  Je  peux  toujours  consi- 
dérer les  trois  coordonnées  d'un  de  ses  points  comme  des 
foi:ictions  de  la  distance  de  ce   point  à  un  point  fixe. 
Soient  rt,  i,  c  les  coordonnées  de  ce  point  fixe,  x,  j-,  z 
les  coordonnées  d  un  point  de  la  courbe.  Nous  pouvons 

loixjours  poser 

x~r.a-^  o{r), 

y-Lh-^-y(r), 

XJ-_:CH-^(/"), 

''  désignant  la  distance  des    deux  points   («,  A,  c)  et 
(«^'î/,  z).  Soit  une  seconde  courbe  dont  les  équations 


(*)   Voir  même  Tome,  p- 3^|^. 
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(  :\m  ) 

sont 

.ju  -zz  a  -f-  «pi(/')^ 

Je  supposcî  que  ees  deux  courbes  aient  un  point  com- 
mun (x,  j^,  z).  Soil  V  l'angle  qu'elles  font  entre  elles  en 
ce  point  ^  cet  angle  satisfait  à  la  relation 

cos  V  =         ??i  +  y.y.i  +  '}"Vi 

\/{<i" + y."  +  ^")  (??  +  ïa'  ■+-  •^i) 

Les  deux  courbes  transformées  par  rapport  au  foi^rmi 
(/ï,  6,  c)  sont  représentées,  la  première  par  les  équatîor^s 

A* 


et  la  seconde  par 


», 


Ces  deux  courbes  ont  un  point  commun  qui  est  -^^ 
transformé  du  point  a:,  y^  z  et  font  entre  elles,  en  ^^^ 
point,  un  angle  V  donné  par  la  formule 


C&'  2       \  /C5,  2 


ces  V  =^ 


•^^V  2V  /?? 


V/(^p-,-3'fj+.--\/^7^-7 


■:j?iI  + 


(  '^«7  ) 
en  développant, 


[ais  si, dans  les  fonctions  cp,  y,  Jy,  cp,,  yj,  ^}^^,onrem- 
e  r  par  la  valeur  qui  correspond  au  point  commun 
deux  courbes,  on  trouve 

f  -h  yj  -H  1];*==  çj  _^  yj  -^Vi  —  ??i  +  ZXi  "H  Hi  =  ^'S 


is  ^. (??i -^  y:/i -t-  Wi )  -+-  ^ (??i -H  xxi  +  Ht )  =  o, 


75  (??'  +  /:/!  ^^^')-^^,  (?'^+  7>  4^') 


,.5    ,/,.i'     ^     •      ^4-^' 


même. 


4  4 

a  formule  précédente  se  réduit  donc  à 


ui  démontre  le  théorème. 

iC  calcul  précédent  ne  suppose  en  rien  que  les  quan- 

5  qui  y  figurent  soient  réelles  :  nous  conviendrons 

c  de  dire  que  le  tliéorème  est  vrai,  lorsque  nous  rai- 

Qerons  sur  des  points  imaginaires. 

îous  admettrons  également,  et  dans  tous  les  cas,  les 

3rèmes  suivants,  dont  la  démonstration  analytique  ne 

sente  pas  de  difficulté  : 


(  -^«l)  ) 

dérous,  en  effet,  la  girocyclide  définie  par  réquatioii 

[x^-hy^-\-  (z  —  c)*-i-  'law  H-  2by  4-  2c(z  —  c)Y 


ou  bien 

^[ajc  H-  bf 


-  cy][ax  -{-  bf-i-c{z—c)] 
c{z  —  c)Y  =  4  A^2  _^  /j  13,^.2. 


Considérons  le  cône 


[aa:  -+-  by  -^  c{z  —  c)]*—  A^'^—  Br^=o. 

On  sait  qu'il  existe  trois  valeurs  de  X  telles  qu'on  ait 
identiquement 


[cLo)-^  by-\-c{z  -  c)P—  A^2_  i^^y2 
Ces  valeurs  sont  les  racines  de  l'équation 


c)] 


à^  —  A  4-  X  ab 

ab  62__B4-X 


ac 
bc 


ac 


bc 


o; 


lorsque  c  est  réel,  elles  sont  toutes  les  trois  réelles,  et 
l'ane  d'elles  seulement  donne,  pour  M,  N,  P,  M',  N',  F, 
des  valeurs  réelles. 

Dans  tous  les  cas,  l'équation  de  la  girocyclide  s'écrit 

H-4[Ma:  4-  Nj  H-  P(5  —  c)]  [Wx  4-  N>  +  P'(s  ^  c)] 

-   4X'[ ^2^.^.2  _^(^_ç)2J, 

ou  bien 


o, 


^-^y^-^iz  —  cy]\œ''-\-  Y^-^  {^  —  cY-^^[ax  -h  by  -{-  c{z-  c)--l\\ 

=  -4fMj7-hN/-hP(3--  c)ir\l'./'  i   N'y  \-V'{z-   c)]. 


) 
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Cette  dernière  équation  est  le  résultat  de  rélimînatîoxi. 
de  [JL  entre  les  deux  équations  suivantes 

(5)    a72H-j2_^(:î— c)2  =  — 4(x[M^-f-Nr-hP(5  — c);i 

et 

I^^-hJ^H-C-  — c)2H-4[ajc-H  by-hc(z  —  c)  —  X] 

et  ces  deux  dernières  équations  représentent  un  cerol  « 
dont  la  position  dans  l'espace  varie  en  même  temps  (jijb-^ 
la  valeur  de  [x.  On  obtient,  en  faisant  varier  [x,  unepr^^- 
mière  série  de  sections  cycliques  :  l'équation  (  5  )  moiàt  mt-c 
que  les  sphères  qui  passent  par  une  de  ces  sections  et  p.str 
le  point  singulier  (o,  o,  c)  ont  leurs  centres  sur  ixx:»^e 
droite  fixe  passant  par  ce  point  et  perpendiculaire  à  l'iJ-  îi 
des  plans  cycliques  du  cône  transformé.  On  obtiendra»-  ^t 
une  seconde  série  en  faisant  varier  v  dans  les  dei:»-  x 
équations  suivantes 

et 

^*4- j^-h  {z  —  cy-\-  f\[a.T  -h  by-^  c(z  —  c)  -—  X]  . 

=  i  [M ^  4- Nj-f- P(^  —  c)]. 

Cherchons  maintenant  Tcnveloppe  des  plans  cycliqU-  ^s 
d'une  même  série.  Le  plan  de  la  courbe  représent ^^^ 
parles  équations  (5)  et  (6)  a  lui-même  pour  équatîc:^^^ 

^[aœ  4-  6j  -h  c{z  —  c)  —  X] 

ziz  4ix[Ma?  H-  Nj  -H  P(^  —  c)]  4-  -  [M':r  4-  N'j  4-  P'(^  —  ^)- 

et  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

aûo -h  by -\-  c{z  —  c)  —  X==:H, 

M  o?  4- N  r  4-  P  (  :;  —  c)  =  K. 
M'.r   i-N>   \  V'iz     -r)— L. 


cette  équation  devient 

4K |JL^  —  4 H  |x  -}--  L  =  o. 

L'enveloppe  de  ce  plan  a  pour  équation 

IP— KL  =  o, 

c'est  donc  un  cône  du  deuxième  ordre. 

[A  suiWe,) 

EXERCICES  DE  GÉOMÉTRIE; 

Par  m.  Ed.  DEWULF, 

Lieutenanl-Colonel   du   Génie. 


I.  Notations.  —  1.   Nous   employons  les  notations 

suivantes  : 

(1,2,3,4)  [5,6,7,8,...] 

représente  un  faisceau  de  coniques,  dont  la  base  est  for- 
mée par  les  points  i,  2,  3,4  ^t  dont  les  coui'bes  sont 
déterminées  par  les  points  5,  6,  7,  8, ...  ; 

(1,2,3,4,5,6,7,8)  [9, 10,  II ] 

représente  un  faisceau  de  cubiques,  dont  la  base  est  for- 
mée par  les  points  1,2,  3,  4,  5,  6, 7,  8  et  dont  les  courbes 
sont  déterminées  par  les  points  9, 10,  11,...; 

(1^,2,3,4,5,6)  [7,8,9, ] 

représente  un  faisceau  de  cubiques,  dont  la  base  est 
formée  par  le  point  double  i  et  les  points  simples 
2, 3,  4î  5,  6,  et  dont  les  courbes  sont  déterminées  par  les 
points  7,  8,  9, ...  ;  et  ainsi  de  suite. 

Cette  Notation  est  empruntée  au  Mémoire  de  M.  l'ami- 
ral de  Jonquières,  intitulé  :    Essai  sur  la  génération 


(  3yi  ) 
des^  courbes  géométriques  (t.  XVI  des  Mémoires  pres- 
sentes par  divers  savants  à  l'Académie  des  Sciences). 

2.  [x  — j^]'*  représente  une  transformation  bîration- 
nelle  de  Tordre  n  entre  les  points  x  et  j-,  la  théorie 
générale  de  ces  transformations,  exposée  d'après  les 
Mémoires  de  M.  Cremona,  se  trouve  dans  le  Bulletin 
des  Sciences  mathématiques  et  astronomiques  (année 
1872,  p.  206  et  suiv.) 

3.  Si  Ton  a  sur  une  droite  une  série  de  couples  de 
points  formant  une  involulion  i,  et  si  l'on  joint  ces 
couples  de  points  à  point  O  d'un  cercle  M,  chaque 
couple  de  points  conjugués  détermine  une  corde  de  M, 
toutes  ces  cordes  concourent  en  un  point  p  (Chasles, 
Géométrie  supérieure,  p,  49*^)-  Nous  disons  que  ce 
point  p  représente  l'involution  i,  par  rapport  au  cercle  M 
et  à  un  de  ses  points  O. 

II.  Etudier  la  relation  qui  existe  entre  les  systèmes 
de  points  x  et  j  qui  rendent  projectifs  le  faisceau 
de  coniques  (i,  2,3,  j:)  [4^  5,  6,  7]  et  le  faisceau  de 
droites  j[^',5\6;'j'\. 

1 .  A  un  point  déterminé  x  correspondent  tous  les  points 
d'une  conique  C^  circonscrite  au  quadrilatère  4' 5' 6' 7'  et 
capable  du  rapport  auharmonique  des  tangentes  au 
point  I  des  coniques 

1.2.3.07.4,     i.2.3.j;.5,     1.2. 3. .27. 6,     i  .i.Z,x  .'j. 

Pour  déterminer  les  points  x  qui  correspondent  à  un 
point  donné  y^  nous  désignons  par  i"^,  i^,  ig,  i'^  les  invo- 
lutions  déterminées  sur  une  droite  quelconque  /  par  les 
quatre  faisceaux  de  coniques  (i,î2,3,4)î  (^^2,3,5), 
(1,2,3,6),  (1,  2,3,7),    *'^    I*''»'  P'i^P^^lh.-^P'i*  les  quatre 


(  ••^93  ) 
points  qui  représentenl  respectivement  ces  învolutions 
par  rapport  à  un  cercle  M  et  à  un  de  ses  points  O. 
Décrivons  sur  p^p^p^pn  une  conique  C^  capable  du 
rapport  anbarmonîque  du  faisceau  j^[4S5',6',  7'],  et 
soit  p  un  point  quelconque  de  cette  conique.  Chaque 
point  p  détermine  quatre  cordes  pp/i^pp^'i  ppe^  ppj 
de  M,  et  ces  cordes,  projetées  de  O  sur  /,  déterminent 
sur  cette  droite  quatre  couples  de  points  en  involu- 
tion  54/4,  ^5^5,  ^6^6» '^7 ^7-  Les  coniques  (i,  2,  3,  45*^47  ^4)7 
(1,2,3,5,55,^5),  (i,  2,  3, 6, .96,^6),  (1,2,3,7,57,^7)  se 
coupent  en  un  même  point  x.  Donc,  à  un  point /?  cor- 
respond un  seul  point  x,  et  pour  le  déterminer  il  suffit 
de  deux  des  coniques  ci -dessus,  (i,  2,  3,  4?  ^4?  ^4) 
et  (i,  2,  3,  5,55,  ^5,)  par  exemple. 

Supposons  maintenant  que  le  point  p  parcoure  la  co- 
nique C^;  les  droites  ^^4,  pp^^  engendrent  deux  faisceaux 
projectifs,  dont  les  rayons  correspondants  déterminent 
sur  /  deux  învolutions  projectives  54 i'^,  s\t[^  -^l^o  •  •  •? 
Ss  t^^s^t'^,s\t\^  , ,  .^  et   les   coniques  (i,  2,  3,  4î  "^4?  ^*)  ? 
(t.^2^Z,4^s\^t\),   (1,2, 3, 555, ifs),  (lr2,3,  5,55,«'J,  ... 
forment  deux  faisceaux  projectifs  dont  les  courbes  cor- 
i*espondantes   engendrent    une    courbe    du    quatrième 
cn'dre  G4,  ayante  trois  points  doubles  en  i,  2,  3  et  pas- 
sant parles  points  simples  4,  5  et  aussi  par  les  points 
simples  6  et  7.  Quand  le  point  p  parcourt  la  conique  Cf , 
lii    point  X  décrit  la  courbe  C4  *,   et,   comme  à  tous  les 
points  j^  d'une  conique   circonscrite  à  4' 5' 6' 7'  corres- 
pondent tous  les  points  p  de  C^,  on  peut  dire  qu'à  tous 
les  points  y  d'une  conique  circonscrite  à  4' 5' 6' 7'  cor- 
respondent tous  les  points  x  d'une  courbe  C4,  ayant 
des  points  doubles  en  1 ,  2,  3  et  passant  par  les  points 
simples  4^5^  6^  n, 

2.  Les  coniques  (4',  5',  6',  7')  et  les  quartiques  C4  se 


(  •H)4  ) 

correspondent  une  à  une  et  forment  deux  faisceaux  pro- 
jectifs^  le  lieu  géométrique  Co  des  intersections  des 
courbes  correspondantes  de  ces  faisceaux  est  aussi  le 
lieu  géométrique  des  points  x  qui  rendent  projectijs 
les  deux  faisceaux 

« 

(I,  2,  3,  .r) [4,  5,  6,  7]     et    ^[4^  TV,  6',  7']. 

Cette  sextique  a  des  points  doubles  aux  points  i ,  2,  3  et 
passe  aux  points  simples  ^,!d^6,  7,  4'^  5? 6',  7'. 

3.  Supposons  que  les  points  4'^  5',  6',  7'  se  confondent 
respectivement  avec  4?  ^?  ^?  7î  1^  courbe  Ce  est  le  lieu 
des  points  x  qui  rendent  projectifs  les  deux  fais- 
ceaux (1,2,  3,0:)  [4,  5,6,7]  et  .r [4, 5, 6,7]. 

A  chaque  point  x  de  cette  courbe  correspond  une 
cubique  du  réseau,  dont  Ja  base  est  formée  par  les 
points  I,  2,  3,  4>  5,  6,  7,  et  cette  courbe  a  un  point 
double  en  x\  en  d'autres  termes,  le  lieu  géométrique  des 
points  X  est  le  lieu  géométrique  des  points  doubles  des 
cubiques  du  réseau  (i,  2,  3,  4>5,  6,  7).  Ce  lieu  géomé- 
trique ne  doit  pas  changer  si,  au  lieu  de  prendre  les  trois 
points  1 ,  2,  3,  on  prend  trois  quelconques  des  sept  points 
donnés  pour  former  la  base  du  faisceau  générateur  de 
coniques.  Nous  avons  donc  démontré  le  théorème  sui- 
ante  : 

Le  lieu  géométrique  des  points  doubles  dés  courbes 
du  réseau  de  cubiques  (i,  2,  3,  4?  5,  6,  7),  c  est-à-dire 
la  jacobienjie  de  ce  réseau,  est  une  courbe  du  sixième 
ordre  qui  a  un  point  double  en  chacun  des  sept 
points  I,  2,3,  4î  5,  6,  7. 

On  peut  voir  directement  que  cette  jacobienne  a  des 
points  doubles  en  chacun  des  sept  points  donnés  5  on 
peut,  en  elï'et,  construire  une  cubique  ayant  un  points 
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double  en  un  des  sept  points  donnés  et  passant  parles 
six  autres. 

On  peut  encore  déterminer  directement  vingt  et  un 
couples  de  points  de  cette  jacobicnnc,  car  le  réseau  de 
cubiques  (i,  2,  3,4?  ^i  ^?  7)  renferme  les  vingt  et  une 
courbes  composées,  formées  de  la  conique  déterminée  par 
cinq  des  sept  points  donnés  et  par  la  droite  qui  joint  les 
deux  points  restants,  et  les  points  d'int(;rsection  de  cette 
conique  et  de  cette  droite  appartiennent  à  la  jacobienne. 
Ces  quarante-deux  points  peuvent  être  imaginaires  par 
couples  et  se  construisent  au  moyen  de  la  règle  et  du 
compas. 

Ajoutons  encore  qu'on  peut  tracer  directement  les 
tangentes  à  la  jacobienne  en  chacun  de  ces  points 
doubles  i,a,3,47^î6?7-  Pour  le  faire  voir,  il  suffit  de 
démontrer  que  ces  tangentes  sont  celles  des  sept 
cubiques  qui  ont  respectivement  chacun  de  ces  sept 
points  pour  point  double. 

Cela  résulte  du  théorème  général  suivant,  démontré 
géométriquement  par  M.  Cremona  dans  son  Introdu^ 
zione  ad  una  teoria  geometrica  délie  curve  piane 
(96,rf,  p.  75): 

Etant  donné  un  réseau  de  courbes,  passant  par  un 
même  point  O,  la  hessienne  du  réseau  passe  deux 
fois  par  le  point  O,  ei  ses  deux  tangentes  en  ce  point 
sont  celles  de  la  courbe  du  réseau  pour  laquelle  O  est 
un  point  double. 

On  sait  que,  dans  le  cas  où  l'ordre  des  courbes  qui 
constituent  le  réseau  est  le  même  pour  toutes  ces  courbes, 
la  hessienne  se  confond  avec  la  jacobienne,  et  c'est 
ce  qui  a  lieu  dans  la  question  dont  nous  nous  occu- 
pons. 

Nommons    8,  (),  10,  11,  lo.,  i3    six   quelconques    des 
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autres   points.    Donc,    les    courbes    cVun  faisceau   de 
cubiques  (i ,  2,  3,  4?  5,  6, 7,  8)  ont  douze  points  doubles 
qui  peuvent  se  construire  au  moyen  de  la  règle  et  du 
compas^ 

III.  Etudier  la  relation  qui  existe  entre  les  systèmes 
de  points  qui  rendent  projectifs  les  deux  faisceaux 

(i,2,3,.r)[4,5,6,7,8]     et    j[4',  5',  6',  7',  8']. 

1.  A  un  point  x  donné  correspond  un  seul  point  j^ 
que  Ton  détermine  en  décrivant  sur  4'5'6'7'  une  conique 
capable  du  rapport  anliarmonique  des  coniques 

(1,2,3,^),  [4,5,6,  7], 

puis,  sur  4' 5' 6' 8'  une  seconde  conique  capable  du  rap- 
port anharmonique  des  coniques 

(i,2,3,^)[4,5,6,8]. 

Ces  coniques  ont  en  commun  les  points  4S  5',  6'  et  se 
coupent  en  un  quatrième  point  qui  est  le  point  y 
cherclié. 

Supposons  que  l'on  donne  un  point  y^  et  soit  x  un 
point  correspondant  h  y^  que  nous  allons  déterminer  en 
le  supposant  d'abord  counu,  pour  établir  notre  raison- 
nement. Cliacune  des  coniques 

(i,2,3,A%4),  (i,2,3,.r,5),  (1,2,3,^,6), 
(i,2,3,.r,7),  (1,2,  3,:r,8) 

marque  sur  une  droite  quelconque  /  un  couple  de  points 
et  ces  cinq  couples  de  points  sont  en  involution,  puisqu'ils 
sont  déterminés  par  des  coniques  du  faisceau  (  i ,  i^Z^x)\ 
de  plus,  cette  involution  est  projectîve  au  faisceau 

j-[4',5',6',7',8']; 
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par  liypotlièsii,  chacun  de  c(îs  couples  de  poiiils  appar- 
tient respectivement  aux  cinq  involutions  l'i,  I5,  l'e^  '7^  's? 
déterminées  sur  /  par  les  cinq  faisceaux 

(i,2,3)[1,5,G,7,8]. 

Pour  trouver  le  point  a:,  il  faut  donc  déterminer,  dans 
chacune  des  involutions  I4,  1*5,  Îq^  1*7,  ig  un  couple  de 
points  tel  que  les  cinq  couples  forment  une  involutîon 
projective  au  faisceau  j[  4',  ^S  ^'1  y\  8']. 

Soient  pu^Po^Pù-iPi-tP^  les  cinq  points  représentatifs 
des  cinq  involutions  par  rapport  à  un  cercle  M  et  à  un 
de  ses  points  O.  Si  Ton  admet  que  l'on  connaisse  un 
point  jy  tel  que  les  deux  faisceaux /;[/>/,,  ;?5,  pe 7/^7?  Ps] 
^^J^  [4'?  ^'î  ^'f  i  8']  soient  projectifs,  les  cinq  rayons  ppi 
(i  =  4,  5,  6,  7,  8)  déterminent  sur  M  cinq  cordes  qui, 
projetées  du  point  O  sur  /,  donnent  les  cinq  couples  de 
points  cherchés. 

Or,  nous  savons  que  les  points  p  et  y  forment  une 
transformation  birationnelle  [p — yY  du  cinquième 
ordre,  dont  les  points  fondamentaux  pour  la  figure  [p) 
sont  pI^  pI^  pl^  p^^  pl^  etpl,  Pq  étant  le  point  adjoint  au 
groupe  {p^'iP^t  PefPT'jps)  ^u  le  point  qui  correspond  à 
tous  ceux  de  la  conique  (4',  5^,  6',  7',  8'),  et  pour  la 
figure  (j)  les  points  4'%  5'%  &\  7'%  8''  et  o'\  o'  étant  le 
point  adjoint  au  groupe  (4S  5^,  6\  7',  8')  (^). 

Nous  savons  aussi  que  les  points  p  et  x  forment  une 
transformation  birationnelle  [p  —  x]^  du  second  ordre, 
dont  les  points  fondamentaux  sont  pour  la  figure  [x) 
les  points  i,  2,3,  et  pour  la  figure  (p)  les  points  ^2,8? 
^i,3î^<,2i  projections   du    point   O   sur   M   des  points 


(*  )  KuDOLPii  Sturm,  iJas  Problcni  der  Projecth'itàt  {Mathematische 
Annalcîi,  t.  I),  ou  J)i:wi:li'  et  Sciioun:,  Construire  une  courbe  uni- 
cursale  du  quatrième  ordre,  etc.  {Bulletin,  des  Sciences  mathé- 
matiques et  astronomiques,  1S79:  -i"  scincslre). 
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d'interscclioli  des  droites  :>  -  3,  i  -  3,  1-2  avec  la  trans- 
versale /  (*)• 

Donc  h.  un  point  x  correspond  un  seul  pointy. 

Quand  le  point  x  décrit  une  droite  quelconque,  le 
point/?  correspondant  de  \_p  — jcj^  décrit  une  conique  G 
passant  par  les  points  ^2, 37  <?i,3î  ^<,  2?  et  ne  passant  gé- 
néralement par  aucun  des  points  fondamentaux  de  la 
figure  (3)  dans  [p — j^]^.  Par  suite,  à  la  conique  G,  con- 
sidérée comme  appartenant  à  la  figure  (/?)  dans  [p  — jr]^^ 
correspond,  dans  la  figure  [y)  de  cette  même  transfor- 
mation, une  courlDC  G^o  du  dixième  ordre,  ayant  des 
points  quadruples  en  o'^,  4'^,  5'*,  6'*,  7'*,  8'^,  et  des  points 
simples  aux  points  l'^.^  /^  3,  l\ ^  qui  correspondent  aux 
points  e  de  la  figure  (p)  dans  la  transformation  [p  —  yy. 

Il  résulte  de  là  que  les  points  x  et  y  qui  satisjont  à  la 
question  forment  une  tranformation  birationnelle  du 
dixième  ordre  dont  les  points  fondamentaux  sont  :  pour 
la  figure  [y),  o'\  4'\  5'\  6'\  y'*,  8",  e',,,,  e',,,,  e',,,,  et 
pour  la  figure  (x),  les  points  quintuples  i^,  2*,  3^  et 
les  points  doubles  p'^^p^-iP^'iP^iP^  "jpg  y  (jui,  dans  la 
figure  (x),  correspondent  aux  points  po-)  Pit-iPut  pe^pi^ 
psde  la  figure  [p)  de  cette  dernière  transformation. 

2.  La  transformation  du  dixième  ordre  [.r — JK]**  ^ 
douze  points  doubles.  Donc  : 

Il  y  a   douze  points   x    qui  rendent  projectifs  les 
faisceaux 

(i,2,3,^)[4,5,6,7,8]     et    x[4',  5',  6',7',  8']. 

3.  Supposons  maintenant  que  les  points  4',  5',  6',  7',  8' 
se  confondent  respectivement  avec  les  points  455,6,7,8. 


(*)  Dewulf  et  ScHOtTK,  loc.  cit.  (Bulletin,  1879). 
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Les  deux  faisceaux 

(1,2,3,  j'-)[4,5,  6,  7,8]     et     r[.i5,G,7,8], 

quand  ou  prend  pour  x  et  j^  des  points  correspondants 
de  la  transformation  [x — jk]*^?  engendrent  toutes  les 
cubiques  du  faisceau  de  ces  courbes  déterminé  par 
les  huit  points  1,2,3,47^9^^758.  Cette  transforma- 
tion [x  —  7"]*®  ayant  douze  points  doubles,  il  existe 
douze  points  x  qui  rendent  |)rojectifs  les  deux  fais- 
ceaux 

(i,  2,  3,  j?)[/i,  5,  6,  7,  8]     et    ^[4,  5,  6,  7,  8], 

Chacun  de  ces  douze  points  détermine  une  cubique 
du  faisceau  (i,  2,  3,  4?  5,  6,  7,  8)  et  est  un  point  double 
de  ce  faisceau.  Donc  : 

Dans  un  faisceau  de  cubiques,  il  y  a  douze  courbes 
qui  ont  un  point  doubla, 

4.  Pour  construire  ces  douze  points,  remarquons  qu'à 
un  faisceau  de  droites  passant  par  e^2  de  la  figure  [p) 
de  \_p  — Jc]-  correspond,  dans  la  figure  (x)  de  cette  trans- 
formation, un  faisceau  de  droites  passant  par  le  point  3, 
et  dans  la  transformation  \p  —  yY  ^^^  faisceau  de 
courbes  du  cinquième  ordre  C5,  ayant  toutes  des  points 
doubles  aux  points  o,  4?  5,  6,  7,  8.  Ces  deux  faisceaux 
de  droites  e^2  et  de  quintiques  sont  projectifs  et 
engendrent  une  courbe  Ce  du  sixième  ordre,  qui  à  des 
points  doubles  aux  points  o^,  4^,  5^,  6^,  7-,  8^  et  qui 
renferme  les  points  cherchés. 

De  même  un  faisceau  de  droites  passant  par  e^3  con- 
duit à  une  courbe  Cg  ayant  des  points  doubles  en  o-,4^, 
52,  6^,  7 2,  8^  et  renfermant  les  points  cherchés. 

Ces  courbes  Cq  et  C/g  ont  en  commun  les  points 
doubles    G-,  4~î  '^^?  6^5  7^î  8^^    qui   sont  étrangers   à  la 
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question^  leurs  6x.6  —  4Xt)  =  i5i  autres  points  d'in- 
tersection sont  donc  les  douze  points  cherchés. 

On  peut  tracer  les  courbes  Ce  et  Cg  comme  nous 
l'avons  indiqué  ailleurs  (^). 

La  construction  des  points  doubles  des  courbes  d'un 
faisceau  de  cubiques  oiîVe  de  l'intérêt,  parce  que  les 
courbes  déterminées  par  ces  douze  points  servent  de 
Hmite  ou  de  transition  entre  des  groupes  de  courbes  du 
faisceau  qui  ont  des  formes  did'érentes. 

Janvier  t88o. 


QUESTION. 

Combien  eiiste-t-il  de  courbes  ralionnelles  (nnicnrsales)  da  quatrième 
ordre  qai  ont  deu\  points  doubles  en  ai  et  a^  et  qui  passent  par  les 
sept  points  simples  1,  2,  3,  4,  3,  6,  7? 


Par  m.   I:d.  DKWULF, 

Li<Hitcnant-('olonoI    du   (îrnic. 


Les  propriétés  de  la  jacobienne  d'un  réseau  de 
courbes  permettent  de  résoudre  très  simplement  ce  pro- 
blème. 

On  sait  que  la  jacobienne  d'un  réseau  de  courbes 
de  l'ordre  n  est  de  l'ordre  3  (/z  —  i  )  et  qu'un  point  mul- 
tiple de  Tordre  i,  commun  à  toutes  les  courbes  du  ré- 
seau, est  de  l'ordre  3i  —  i  pour  la  jacobienne. 

Laissons  de  côté  le  point  7;  les  quartiques  qui  ont  un 
point  double  en  chacun  des  points  «,  et  /^o  ^^  qui  passent 
par  les  points  simples   i,  2,  3,  4?  2>,  6  forment  un  ré- 


(*  )  Construction  d'une  courbe  unicursale  du  quatrième  ordre,  etc. 
{^Bulletin  des  Sciences  mathématiques  ;  iS-jg,  -.e"  semestre). 

Ann.  de  Matliemat.y  T-  st'Tio,  t.  XX.  (Septembre   1880.)  ^(i 


(  ^o3  ) 

NOTIi  SDIt  U  QUESTION  593  ('); 
Par  m.  E.  CATALAN. 

Rappelons  d'abord  la  première  partie  de  l'énoncé  ; 

TaÉcnÈMB.  —  Étant  donnée  une  parabole  ABCDE,  du 
troisième  ordre,  représentée  par 

Y=:Ax»-hB^'+C^+D, 
on  fait  passer,  par  les  extrémités  A,  C,  E  de  trois  or- 


données équidistantes ,  la  parabole  du  second  ordre, 
dont  l'équation  aurait  Informe 

Ces   courbes  déterminent   deiix   segments   curvilignes 
ABCA,  CDEC,  équivalents  entre  eujr.' 

(')  flfouvelles  Annales,  i"  série,  l.  XVI[,  p.  5,  aoSetao'j.  On  peut 
consulter,  sur  le  même  sujet  :  Association  française  pour  l'avatKe- 
ment  des  Sciences,  sessions  de  1879  et  1S80;  Bulletin,  de  la  Société 
phUomathique  de  Paris  {i&io,  Collignon);  /mémoires  de  l'Acadé- 
mie de  Belgique,  1.  XUIl  ;  etc. 
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Celte  proposition  peut  être  ainsi  modifiée  rX  généra- 
lisée. 

Soit  ABC  . . .  EFG  une  parabole,  d'ordre  impair, 
représentée  par 

et  soit  AaB/> .  . .  F^G  la  parabole,  d'ordre  pair,  dé- 
terminée par  les  un  -\-  i  points  A,  B,  . . . ,  F,  G  ayant, 
deux  à  deux,  leurs  abscisses  égales  et  de  signes  con- 
traires (  *  ) . 

Cela  posé,  les  trapèzes  paraboliques  A' AB . .  .  F  G  G', 
A'A«Bi  .  . .  Fy  GG'  sont  équivalents. 

Appelons  a^b,  . . .,  /i les  abscisses  des  points  F, G, ...  ; 
et  posons 

f  {x)  —  kx{œ^ ^  a^){x^  —  b'^)  .  .  .  {x^  —  h}). 

11  est  visible  queTéquation  de  la  seconde  parabole  est 

j  =  Y-/(x)     (  =  ). 
Soient  P,  p  les  aires  des  deux  trapèzes.  On  a 

V -=z  I       \  d.r\     przr  j       ydx: 

♦    —n  •    -  a 

puis 


f    /{•'■) 'h: 


— (l 


D'après  la  forme  de/'(x),  les  éléments  de  la  dernière 
intégrale  sont,  deux  à  deux,  égaux  et  de  signes  con- 
traires-, donc  cette  intégrale  est  nulle  (^  ),  et 

Vr-,,. 


(*)  Le  point  D,  situé  sur  l'ordonnôe  moyenne,  fait  exception. 
(2)  En  outre,  toutes  les  paraboles  d'ordre  a/?-!-i,  passant  aux 
points  A',  B',  ...,  K',  F',  sont  représentées  par 

(^)  Klle  représente  Taire  commune  de  toutes  les  paraboles  dont  il 
csL  (juestion  dans  la  Noie  précédente. 
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CoiiOLLAiiiE  I.  —  Les   segments  ciuvilignes  corres- 
pondants, ArtB,  F/G,  BiC,  EeF,  ...    sont  éc/uiva- 
lents  deux  à  deux. 

Corollaire  ÏI. —  Les  ti'apèzes parabolù/ues  B'BFF', 
B'BiCc  . . .  eFF',  .  . .  sont  équivalents  deux  à  deux. 

Remarque  sur  tes  coui^bes  paraboliques.  —  La  para- 
bole d'ordre  7^,  déterminée  par  n -h  i  points  (j^oO'o)? 
(•^nJTi)»  •••?  (^ftfj'n)  a  pour  équation,  comme  l'on 
sait, 

y—f(x)  !  -_2!2 I Il L       _L Z!t 

en  supposant 

f{x)  —  {x  —  j-o)  {'i'  —  -^'i)  .,Ax—x„)     (  »  ). 

Cela  posé  : 

Toutes  les  paraboles  d'ordre  /i  H-  i,  passant  en  ces 
«  -h  I  points,  sont  représentées  par 

2**  Toutes  les  paraboles  d'ordre  n  ■+■  2,  passant  en 
ces  mêmes  points,  sont  représentées  par 

y^f{œ)\ -^^^-r, h  ...  H ^4-7- — :  +  kx  +  h 

■'^    '\_>,a;  —  a;,)f{x,)  (x  -  x^)f(Xn) 

Liège,  21  mai  1881. 


(*)  D'après  [a  formule  d'interpolation  de  Lagrangc,  ou  pIubM, 
par  la  théorie  de  la  décomposition  des  fractions  rationnelles. 
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NOTE  SUR  m  SYSTÈME  i)E  COURBES  ORTHOGONALES 

ET  IIOMOFOCALES  ^ 

Par  m.  a.  LEGOUX, 

Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Grenoble. 


Les  courbes  qui  font  le  sujet  de  cette  JNote  sont  repré- 
sentées par  l'équation 


.r'  r- 


(I)  •  r-j. h  .-j. ,-  =:  I 


où  X  est  un  paramètre  variable,  y  une  fonction  de  x  et 

de  7,  a  et  b  des  constantes. 

Ces  courbes  jouissent  des  propriétés  suivantes  : 

I**  Il  en  passe  deux  par  un    point    quelconque   du 

plan. 

2**  Elles  ont  une  enveloppe  qui  est  identique  à  celle 

des  coniques  représentées  par  Téquation 


.,.2  r- 


A  —  a        A  —  b 

Cette  enveloppe  se  compose  donc  d'un  système  de 
quatre  droites  imaginaires  passant  par  les  points  circu- 
laires de  l'infini. 

Il  résulte  de  là  que,  quelle  que  soit  la  fonction /) 
toutes  les  courbes  représentées  par  l'équation  (i)  ont 
des  foyers  qui  coïncident  avec  les  foyers  des  coniques 
représentées  par  l'équation  (2). 

6^  Les  courbes  représentées  par  l'équation  (i)  ne  sont 
pas  orthogonales  en  général.  Il  faut  pour  cela  que  la 
fonction  y  satisfasse  à  une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles, qu'on  obtient  sans  peine  en  exprimant  la  condi- 


(  4o7  ) 
tion  d'ortbogoii alité,  et  qui  est  la  suivante 

{ab  -h  bx^  -H  ay'^)  (p^  -h  ff)  =:  .if{bpx  -h  aqy), 

df     df 
ou  ])  et  (I  reniesentent  -r-  ->  -r  - 

'  '         ^  (IX      cl  Y 

Si  Ton  fait  ^/ =  o  dans  l'équation  (i),  cette  équation 
devient 

(3^  x{p'-^fj')=z'.ifp. 

En  appliquant  les  formules  connues  pour  l'intégra- 
tion  des  équations  aux  dérivées  partielles,  on  trouve 


a   représentant  une    constante   arbitraire.   Substituant 
dans  df^=  pdx  -4-  (]dy\  ou  a 


d'où 


df  in:  a X  dx  -\-  \''2  a/  —  oL^x'-dy^ 

,            df —  txdx 
dy  "      •     .. . 1 

\  «^2/ —  %X^ 


d  où  enfin 

(4)  o./=:a[^-^-f-(v-H?)-^], 

p  étantune  autre  constante.  C'est  une  intégrale  complète 
de  Téquation  (3).  Si  l'on  remplace  y  par  cette  valeur 
dans  l'équation  (i),  on  obtient  des  quartiques  bicircu- 
laires;  mais,  si  l'on  remplace/'par  l'intégrale  générale, 
à  cause  de  la  fonction  arbitraire  qui  entre  dans  cette 
intégrale,  on  aura  une  infinité  de  systèmes  orthogonaux. 
On  sait  que  l'on  obtient  l'intégrale  générale  en  élimi- 
nant a  et  ^  entre  l'équation  (4)  et  les  deux  suivantes, 

df    ^    df  fl^_ 
fit    '    ^?   nfa    '    '^' 

où  nr  f'st  une  foiii^lion  arbitraire. 


(  -l-»  ) 

Si  i*on  pose,  par  exemple,  jï  =  a'",  on  en  déduira 


m 


"•^        L  •'-  m  -\-\  J 

Pour  m=  i^  on  a 

En  mettant  à  Ja  place  diî  /'dans  Téquation  (i)  cette 
dernière  valeur,  on  trouve  un  système  de  courbes  ortho- 
gonales  du  douzième  ordre,  qui  ont  pour  points  qua- 
druples les  points  circulaires  de  T  in  il  ni. 


DËnOKSTRATIO^^  DE  IMl()POSITIO^S  E!\O^GÉËS 

(Toir  2*  sério,  l.  XVII,  p.  17»); 

Pau  Al.  S.   HIULIS. 


i"  Si  Téquation 

admet  la  racine  a,  son  premier  membre  est  le  produit 
de  deux  facteurs  tels  que  x  —  a^  x''-{-  ax  -f-  ni,  où  m 
est  nécessairement  entier  si  P,  Q,  (i  sont  entiers. 
On  a  donc 

P  ^=z  —  a'^  -\-  m,     (^)  z=  —  ctm, 
et  par  suite 

-z  \  5  (  ^-^  —  4  ffi  y  —  (  ->'  ^'  —  9  fff  T'Y 

h  cl  (•  étant  les  dcu\  autres  racines  de  réfjualion. 


(    1o«)  ) 
2"  Si   les  trois  racines   a,  è,  c  sont  entières,   Tune 
d'dles  est  nécessairement  un  nombre  pair  (à  cause  de 
et  -I-  è  -H  c  =  o  ^.  On  peut  donc  poser 

se    et  j3  étant  entiers. 
On  aura  donc 

par  suite 

ps— 4Qrt  =  (5a2— j32)2— [(5a— 2?)2— 5(2a  — P)2p, 

^  [5a^_  (2a  -  ?)^P  =:  [(a  +  2?)^  -  5?^]% 
=  [5a2— (2aH-[i)2]2~[(a  — 2?)2— 5?2]2. 

n  outre, 

(p2_4Q^)(p2__/J(^)c)^|-(3t2_p-2y2_i5^2p2j2. 

3°  Deux  racines  è,  c  étant  exprimées  par  des  nom- 
lires  complexes  entiers,  la  troisième  racine  a  ne  peut 
être  qu'un  nombre  pair. 

On  peut  donc  poser 


a=z=2a,     6=  —  %-\-^\J — I,     c  == — a — ^\J — i, 
d'où 

P  =  —  (3a2—  p2)^      Q  =  —  2a(a2+  ^^)^ 
et  par  suite 

P2— 4Qa— (5a2-+-p2)2^ 

(P2_  406)(P2-  4Qc)  ^  [5(2a^)2+  (a«-  ?2)î]2 

r-[5(a2-4-fi2)2__(2a2— 2p2)2]i 

^[(a2+9p2)2_5(/,p2)2p 


(4io)  * 

4"  Nous  avons  d'abord,  par  ideutité, 

(P«-4Q«)(P^-4Q^)(P^-4Qc)--=(P'-h8Q*)^ 

Si  P  et  Q  sont  entiers,  et  que  la  quantité 
soit  égale  à  un  carré  R^,  il  est  visible  que 

•4 

— _ , 

formules  où  Ton  choisira  les  signes  supérieurs,  ou  les 
signes  inférieurs,  de  manière  que  chaque  membre  soit 
positif.  On  peut  prouver  d'ailleurs  qu'un  nombre  entier 

compris  dans  la  forme -^ est  compris  aussi  dans  la 

forme  5u^  —  p»^  ^  de  même  pour  un  entier  compris  dans  la 

forme  - — j^ —  (voir  la   Théorie   des  nombres  de  Le- 
i\ 

gendre,  t.  I,  p.  2o5.  Du  reste,  la  preuve  dont  il  s'agit 
peut  aussi  se  tirer  de  formules  directes,  sans  rien  em- 
prunter à  la^ théorie  des  nombres). 

Si  c'est  la  quantité  \V^-\-'i^i^  qui  est  égale  à  un 
carré  R^,  auquel  cas  Q  et  R  sont  nécessairement  des 
nombres  pairs,  on  a 

4 

où  le  second  membre  est  évidemment  un  nombre  de  la 
forme  ^u^-\-  v-. 

L'identité  qui  justifie  et  complète  la  proposition  énon- 
cée à  la  fin  de  la  Reniartnie  consiste  dans  la  formule 


(4-1  ) 


dan^  laquelle 


3a5 


32 


/—  A2  +  ( A  +  B  4-  C)2  -i-  es 

v,r=A(-a+?)2+B(-a-H?)(a-h?) 
.-3-A(a-h3)2-HB(a-+-?)2a-4-C(2a)^ 

Celte  formule  j)eul  s'écrire 


c(a+pr, 


-•1 


(ïT-f? 


k. 


De  la  sorte,  le  second  membre  est  indépendant  de  a  et 
i3,  et  peut  représenter  tout  nombre  égal  à  la  somme  de 
trois  carrés  entiers,  tandis  que  le  premier  membre  peut 
représenter,  d'une  infinité  de  manières,  une  somme  de 
trois  carrés  rationnels. 


KOTE  SUR  DES  FORMULES  DE  JOACUIMSTHAI^ 


Par  m.  a.  DHOZ. 


Dans  le  Journal  de  C relie  (  Sur  quelques  applications 
des  déterminants  à  la  (réométrie,  t.  XL),  Joachimsthal 
adonné  deux  formules  pour  la  surface  du  triangle  dont 
on  connaît  les  équations  des  trois  côtés,  et  pour  le  volume 
du  tétraèdre  si  Ton  connaît  de  même  les  équations  des 
quatre  plans. 

Mon  intention  dans  cette  Note  est  de  donner  une  dé- 
moustratiou  très  simple  de  ces  deux  formules. 

Soient 


A:=i 


^21        ^22 


•      •      • 


•      •  •      •      •  •      • 


«1« 

•      •      • 


a 


n\ 


a 


ni 


•     •     • 


a 


nn 


(  4>a  ) 

Je  représenU;  par  a^^  le  coetticieul  de  a^^  dans  le  àéu 
minant  A. 
On  sait  que 


A'zzz 


3^11       «12 


«il       «22 


««1        «/12 


a 


i/t 


'2« 


'«3 


=:  A 


/i-i 


(BiNET  et  Cauchy,  Journal  de  V Ecole  Poly  technique 
Expression  de  la  surface  S   du  triangle  compi 
entre  les  trois  droites 


il) 

(2) 

'(3) 


a^jc  +  «lîj  -h  «13  =  o, 

anO.'  -h  «22 J  -H  «23  =  o, 

«31  -r  ~\-  a^^y  -h  «33  =  o. 


Si  J^'if  Ji't  ^2^)  ^2^  ^3rj3   *o^^  ^^^  coordonnées  d 
points  d'intersection  des  droites  (5t3),  (3i),(i2),onau 


Mais 


o.', 


11 


a 


a 


13 


«23 
«31 


'-33 


12 


—  >     ri  =  —  » 


a 


13 


22 


y-2—--y 


OL 


23 


32 


^'3  —  —  ?      Yz  —  — 


^33 


281= 


(I) 


«^1    7i     I 
^3    73     I 


«13«23«33 


11 


^21 


a 


31 


28  = 


A2 


«13«23«33 


«12        «13 


«22        «23 
«32        «38 


Expression  du  ludunie  V  du  tétraèdre  compris  eut 


(  4.3  ) 


lex  quatre  plans 


(') 

âTiiZ*  -\-  «12.1'  -h  «lax;  H-  rt,v 

O, 

(2) 

«21-3?  -h  «22.7'  -H  «23^  -+-  «24 

_<), 

l3) 

«31»^  -H  «32,1'  +  «33^  4-  «3* 

O, 

(5) 

«VI  -«"  -+-  «42.1'  -h  «i3  ^  H-  «*4 

O. 

Soient  a:i,j,,z,  5  ^2,  j2,^2  5  -^aOs^^s;  0:4,^4, zjes 
coordonnées  des  points  d'intersection  des  plans  (234)5 
(34i\  (4i2j,  (laS)^  on  aura 


Mais 


,r,:=: 


J?, 


V,  = 


»11 

> 

—  j 

«31 
J73=  »         ^3  = 


12 


)'.,= 


.r^ 


«3V 


«14 

«22 
«24 

^32 
«34 

«42  

.1-4-    — )        -4—  — 
«44 


>        *'3  — 


6V 


Donc 


(II) 


«^1  Xx  *'l  ' 

•^i  .>*2  ^1  1 

•^3  J'3  -^3  ' 

•^4  y\  ^4  ï 


6V  = 


A» 


«14  «24  «34  «44 


^13 
«14 

«23 
«24 

«33 
«34 

«43 

«44 


«11 

«12 

«13 

«14 

I 

«21 
«31 

«22 
«32 

«23 
«33 

«24 

«14  «24  «34  «44 

«34 

«41 

«42 

«43 

«44 

un  SUR  LES  CONIHTIO\S  QUI  EXPRUIEVF  QU  UNE  SURFACE 
DU  SECOKU  DEGRÉ  EST  DE  RÉVOLUTION; 

Par  m.  GENTY. 


Soient 


réquatîon  d'une  surface  S  du  second  degré  à  centn 
rapportée  à  ses  trois  plans  principaux, 


.r2 


a 


>.2 


? 


-•2 


celle    de    sa    polaire   réciproque  S|    par   rapport    à 
sphère 


L'équation 


;r2-f-  y^-\-z''-.\. 


X 

y 

• 

-c 

fXX 

?,'• 

T- 

X 

y 

• 

>4> 

a 

3 

V 

o. 


qui  exprime  que   les  plans  polaires  d'un   point  qu 
conque  (^x^j^  z)  par  rapport  à  la  sphère  et  aux  de 
quadriques  sont  parallèles  à  une  même  droite,  représe 
les  trois  plans  principaux  des  surfaces  S  et  S<  ;  en  efC 
cette  équation  développée  devient 


(I) 


xyz 


(?"TU7-«)(«-?)=o. 


la 


1- 
la 


U 


Le  premier  membre  de  cette  équation  est  évidemment 
un  covarianl,  puisqu'il  exprime  une  propriété  géomé- 
trique des  trois  surfaces  complètement  indépendante  du 
choix  des  axes.  Si  donc 


/(^•,  r,  s)  =;0,       F(;r,  -»',  s)  =0 


(   4.:-i   ) 
sont  les   équations  des   quadrîques  S  et  S|  rapportées 
maintenant  à  trois  axes  rectangulaires  quelconques  pas- 
sant par  leur  rentre,  Téquation 


^3) 


JL' 

*• 
^ 

f. 

f> 

A 

K 

!•; 

V. 

G 


représentera  les  trois  plans  principaux  de  ces  deux  qua- 
drîques. 

Mais  si  la  surface  S  est  de  révolution,  deux  des  trois 
quantités  a,  j3,  y  qui  entrent  dans  Téquation  (i)  sont 
égales  et  le  premier  membre  de  cette  équation  est  iden- 
tiquement nul. 

On  obtiendra  donc  les  conditions  qui  expriment  que 
la  surface  S  est  de  révolution  en  écrivant  qu(î  le  pre- 
mier membre  de  Téquation  (2)  est  identiquement  nul. 

Soit 

ax^  -\-  b  y-  -h  c  5^  H-  'à  fyz  -\-9.sr  z,v  4-  ^  /?  .^'  >'  =  1 

l'équation  développée  de  la  surface  S;  celle  de  la  sur- 
face S|  sera 


en  posant 

A  r=i  a^c  -H  '^f^h  —  ap  —  bg'^ 
A  =z  bc  — /-%      B  ~  ra  —  g\      G 

et  l'équation  (  2  )  prendra  la  forme 


:  ab  —  /«', 
fg-cfh 


X 

'  ax  -x-hy 

\^X-irWy 


ty  T 


hx 


y 

by  -^fz 

Br  i-  Vz 


or  f 

ÇtX 


fy  -h  cz 
Fr-hG5 


mo. 


Kn  identifiant  à   zéro   le   premier   membre  de    cette 


(  1'<5  ) 
oquatioii,  on  obtient  do  suite  les  conditions  cherchées 
sous  la  forme 

b  —  c  c  —  a  a  —  b  / g h 

On  reconnaît  sans  peine  que  rensenible  de  ces  éç^VLZjm^- 
lions  ne  représente  que  deux  conditions  réellement  dî^=^- 
linctes. 

En  remplaçant  F,  G  et  H  par  leurs  valeurs  dans  l-^^s 

équations 

F  _  G  _  H 

on  a 

ffh  —  af  _  kf—  ^g  _  fg  —  ^'f* 
f  .^  Il 

a—^  =  b ^— c—  -^i 

J  g  II 

c'est  la  forme  habituelle  des  équations  de  condition. 


ou  bi 


len 


QUESTION  DE  LIGEKCE  (PAKIS,  JUILLET  1880), 

Par  m.  E.  FAUQUEMBERGUE. 


En  un  point  M  de  la  chaînette  définie  en  coordonne^'  ^^ 
rectangulaires  par  V équation 


.T 


(i)  r^^^  le''-^c"Y 

on  mène  la  tangente  que  Von  prolonge  jusquà  sfi 
rencontre  T  avec  OX,  puis  on  fait  tourner  lajiguJ'^ 
autour  de  OX. 

Exprimer  la  différence  des  aires  décrites  par  l'arc 
de  chaînette  A  M,  A  étant  le  sommet  de  la  courbe  et 


I 


(  4i7  ) 

par  la  tangente  MT  :  i"  en  fonction  de  l*  abscisse  de  M 
2**  en  fonction  de  V abscisse  de  T. 

Soient  JO^j'-  les  coordonnées  du  point  M.  La  tangente 
MT  engendrera  la  surface  latérale  d'un  cône  :  tzj  X  MT. 
Calculons  d'abord  MT.  L'équation  (i)  donne 


dx       2  \ 


»  ^=rU"-e  "  ; 


par  suite,  l'équatioa  de  la  tangente  au  point  M  est 


Y-7  =  ^(e"-«    "jCX-or). 


En  y  faisant  Y  ==  o,  on  aura  T abscisse  du  point  T 


X                          X 

,3)               X_^       a— ^- 

-X           "^y' 

X                         X 

On  a  donc 

MX2  —  ..2     ,                 ^^* 

\^—e"^) 

d'où 

• 

MT      v^"^^~" 

2        j'       . 

par  suite,  la  surface  engendrée  parMT  a  pour  expression 

surf.  MT  —         \^^^        . 
Ànn.  de  Mathém,,  :>*  série,  t.  XX  (Septembre  i88i).  2J 


(  4'«  ) 

D'autre  part, 

surf.  A  M  :=  '211  I      yds. 

surf.  AM  =z  27:  r  -^^.r  =  ^  /    (e«  -+-  e~  ^)  t/^ 

t'     A  n 


=xr(- 


0 


e     "  -h  2 


surf.  AM  =  —  f-e"'' -  -€*     «  H-  2.r 

2      V  2  2 


1  JT  J. 

=  ^^-^  le"  —  e    "  )  -I-  ira  j*. 

2 

Donc 


X  V 


surf.  AM  -  surf.  MT  =r  ,ra^  -  ^f         5"^'      .v1  (^"  ^  ^        ' 


[2r      ~| 
J- : [  =:  7:a\. 
e''  — e~^J 


UÊGOMPOSITION  DES  NOMBRES  y  «'—9^* '  ET  i»li  DOUBK^K 
DE  CES  NOMBRES  E\  DEUX  CUBES  RATIONNELS , 

I^AR  M.  C.  HENRY. 


9 

On  doit  à  M.  Edouard  Lucas  ces  deux  identités  (  *  ) 

\  (6LM-+-L^  — 3M*)' 
^^-       "(       -h(6LM  — L»-î-3M»)3z=2'.3«LM(L*-+-3M*)'. 

(2)         (  L  -+-  M)î  -h  (L  —  M)3  r^  2L  (L«  +  3M«), 

('  •  .\oin'ciie.s  Annales  de  Mathématiques,  i'  série,  t.  \I\.  p.  91- 


\      •      t/     / 


d'où  l'on  lire  aisément,   par  des  substitutions  convcî- 
nables,  ce  théorème  (  *  )  : 

Le  quadruple  et  le  carré  de  4p^  -t-  27 <7®  est  décom- 
posai} le  en  deux  cubes  rationnels. 

De  l'identité  (  2)  on  peut  déduire  également  cette  autre 
proposition  : 

Théorème.  —  Les  nombres  de  la  forme  f^-  —  9^*^ 
et  leur  double  sont  décomposables  en  deux  cubes  ra- 
tionnels. 

En  effet,  si  dans  l'identité  (2)  on  remplace 


L     par    f{f'-c^g''), 
M     par     3^^«(/2_^,2), 


on  a  facilement 


€t,  en  posant 
îl  vient 

(3) 


L'  +  3M»  =  (y'2  4-3é'«)', 


[ 


] 


Si,  dans  la  même  identité  (2  ),  on  fait 


on  a 


(4 


«  [ 


M 


V^C/^-^s 


é>'^).l  ^"U/6'0 


M 


(f^'6g^)_ 


rzzA 


(')  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  a*  série,  t.  XIX,  p.  43o. 


(  4^0  ) 

Donc  les  nombres  de  la  forme  y* ^  —  9S*^  ^^  ^^^^ 
double  sont  des  sommes  de  deux  cubes  rationnels. 
Les  nombres^et  g  sont  évidemment  supposés  inégaux . 


QUESTION  DE  LICENCE  (PARIS,  JUILLET  1880); 

Par  m.  E.  FAUQUEMBERGUE. 


Un  corps  solide  se  meut  autour  d 'un  point  fixe 
trouver  à  chaque  instant  le  lieu  des  points  du  corp^^s 
pour  lesquels  r accélération  est  perpendiculaire  à  Vajr^  ^ 
instantané  de  rotation. 

Désignant  par  m,  ç',  w  les  projections  de  la  vitesse  d_ 
point  dont  les  coordonnées  sont  ^,  t),  2^,  on  a 

u  =  rjiZ—  rr^, 
w^zpr^—  q\. 

En  dilférentiant  ces  équations,  en  considérant  Ç,  r^,  ^ 
comme  constantes,  on  aura  les  projections  de  Taccélé- 
ration  suivant  les  axes  OÇ,  Oti,  OÇ  : 

du dc[^         dr 

Tt~^  ~di~~'^'dt' 

dv V  dr  dp 

dt  dt  dt 

dvi'  dp       Y  dq 

dt  dt  dt 

L'accélération  fait  avec  les  axes  mobiles  des  angles 

,        ,  .  ,  y    .  du   dv   dw 

dont  les  cosinus  sont  proportionnels  ^  -j-'  -7  >  -7— 


t 


(  42.  ) 

D'autre  pari,  l'axe  instantané  de  rotation,  qui  a  pour 
juations 

P      <l      '■  ' 

it  avec  les  mêmes  axes  des  angles  dont  les  cosinus  sont 
'oportionnels  à  p,  q,  r.  Ces  deux  directions  devant 
re  rectangulaires,  on  a  l'équation 

/„  dq  dr\ 

py^Tt—'di) 


(' 


dr  dq  ' 

^  dt 


dt)^ 

\     dû  dt)  \    dt       ^  dt  J 

i  encore 

q  r  p 

Cette  équation,  qui  représente  un  plan  passant  par 
:>rîgîne,  jointe  à  l'équation  de  la  surface,  détermine  le 
eu  cherclié. 


ÉCOLE  SPÉCIALE  MILITAIRE  (CONCOURS  DE  1881). 


Composition  mathématique  {trois  heures), 

Première   question.  —  On  donne  un  cône   de    ré- 
volution, dont  la  génératrice  SA  fait  avec  Taxe  S^  un 
^ûgle  ^,  et  une  ellipse  dont  les  demi-axes  sont  a  et  è  : 
i"  Démontrer  que  Tellipse  peut  toujours  être  obtenue 


(  4a4  ) 
Théorème.  —  Par   les  sommets  d'uh  triangle  quel- 
conque, on  mèîie  trois  parallèles  qui  interceptent  sur 
les  côtés  du  triangle  six  segments  :  le  produit  de  trois 
segments  non  consécutifs  est  toujours  égal  au  produit 
des  côtés  du  triangle. 

Les  cubiques  (  i  )  sont  des  courbes  à  trois  axes  de  sy- 
métrie. L'équation  générale  des  cubiques  à  trois  axes  de 
symétrie  est,  en  prenant  un  triangle  de  référence  dont 
les  côtés  soient  perpendiculaires  aux  axes  de  symé- 
trie , 

(2)  < 

(       -^  n{x  -^ y  -^^  z){œy'  -{- yz  ->rzx)  -\-pœyz=LO, 

On  peut  toujours  disposer  du  triangle  de  référence  de 
manière  à  faire  disparaître  un  des  termes  de  cette  équa- 
tion. Si  Ton  fait  disparaître  le  premier,  on  retombe 
sur  l'équation  (1).  Donc  les  cubiques  (i)  comprennent 
toutes  les  cubiques  à  trois  axes  de  symétrie.  Si  l'on  fait 
disparaître  le  second  terme,  l'équation  (2)  devient 

(3)  ccyz  :=z  k {x -i- y -h  zy . 

Donc  : 

Théobème.  —  Les  cubiques  à  trois  axes  de  sym,étrie 
sont  telles  que  le  produit  des  distances  d'un  de  leurs 
points  aux  trois  côtés  d'un  triangle  équilatéral  est 
constant. 

Remarquons,  en  terminant,  que  l'équation  (3)  ne  con- 
tient pas  de  cubique  décomposable  :  elle  ne  se  déduit  de 
l'équation  (2)  que  si  p  n'est  pas  nul,  et  de  l'équation  (i) 
que  si  A"  n'est  pas  égal  à  —  i . 

Lucien  Lévy, 
Professeur  au  lycée  Louis-le-Grand. 


(    425) 


SOLUTIONS  BE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES 


Question  1335 

(fotr  2*  série,  t.  XVIII,  p.  47g); 

Par  m.  Marcello  ROCCHETTL 

émontrer  : 

*  Que  les  solutions  entières  et  positives  de  l'équà" 
24x^  -h  I  =J^^  dont  les  deux  premières  sont  x  =  o 

=  i;j:=i  etj  =  5jSe  déduisent  chacune  des  deux 
édentes  en  retranchant  l' avant-dernière  valeur  de  x 
le  j  de  dix  fois  la  dernière  pour  obtenir  la  sui- 

*  Que  les  solutions  entières  et  positives  de  Véqua- 
20:'-+-  1  =:3j^',  dont  les  deux  premières  sont  a:=  i 

=  !•  j:=  1 1  etj=:g^  s'obtiennent  comme  celles  de 
uation  précédente  (  i**)  ; 

*  Que  toute  valeur  du  nombre  X  =  3j:*-ha  (2®) 
nt  la  double  propriété  d'être  égale  à  la  somme  des 
'es  de  trois  entiers  consécutifs  et  à  celle  des  carrés 
îeux  entiers  consécutifs  est  de  la  forme  36o/2  -H  5. 

(Ltoknet.  ) 

'Si  (ai,  ^1),  (a2,p2),.  .  .,  [cLn.^n)  sont  les  n  pre- 
res  solutions  de  Téquation  i^x'^  4-  i  =j^^,  déduites 
;une  des  deux  précédentes  de  la  manière  indiquée,  la 
inoncée  sera  vraie,  en  général,  si  Ton  démontre  que 

«n+i^ioa^ — ^n-\      et      Prt+i  =  IOP;»—  P;t-,  . 


(  4-^<i  ) 
Substituons  les  valeurs  (2)  dans  Téquation  (i)  ^  celle-e\ 
est  vérifiée  si 

relation  qui  devient 

Mais  cette  dernière  équation  est  satisfaite  en  faisant 

a,  m  G,      ajtn:!,      ?i:=l,      ^2=5; 

donc,  etc. 

2"  On  doit  démontrer  semblablement  que 

œlation  qui  devient 

Mais  cette  équation  est  satisfaite  en  faisant 

donc,  etc. 

Remarque,  —  Pour  les  valeurs  de 

07  =  1,   II,  109,  1079,   . .., 

x'^  est  de  la  forme  1 20«-t- 1 ,  et,  par  conséquent,  3  x'^  4-  '^ 
est  de  la  forme  36o7i  -f-  5. 
3°  L'équation 

2-5*  4-  2-s  -h  I  =  3 07*  4-  1 
donne 


On  aura  pour  s  des  valeurs  entières  et  positives  quand 

-f-  sj6x-  -f-  3  sera  un  nombre  entier  nécessairement  di- 
visible par  3.  Donc  toute  valeur  de  x  entière  et  positive 
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qui  vérifie  la  relation  ax*  -H  i  ==  3j^*,  ^^y  est  un  nombre 
entier,  donne  une  valeur  de  z  entière  et  positive. 

Mais  les  solutions  indiquées  ont  été  déterminées  (  a®  )  ; 
elles  sont 

Pour  d7 I,  II,   109,  1079,   ..., 

Pour  j I,     9,     89,     881,...; 

donc  nous  avons 

Pour-sizr-i^ I,   i3,    i33,   i32i,   .... 

Exemple  : 

Pour  07  =  1 N  n:o-hi'H-2*  =  i'4-a-, 

Pour  .2?n:ill N  =  10* -h  H* -i- 12*  =1 13* -h  i4S 

Pour  07=:  109.  ...     N  =:  108* -h  109* 4-  iio' z=  i33* -h i34*, 


Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  F.  Pisani;  J. 
Lissençon;  Moret-BIanc;  A.  Leinekugel. 


Question  1345 

(foir  a*  série,  t.  XIX,  p.  432); 

Par  m.  N.  GDFl^ART. 

Démontrer  que  toute  droite  passant  par  le  sommet 

commun  aux  trois  coniques  représentées  par  les  équa* 

tiens 

y^—2px  =0, 

2pa;^-h  0L{y^ — 2px)=zo, 

2pX^ — ^(/* — 2p00)z=zO 

les  coupe  en  trois  autres  points  qui  forment  avec  le  som- 
met une  proportion  harmonique^  quelle  que  soit  la  'va- 
leur de  a,  (Ed.  GxjiixET.) 
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Soit    une   droite  quelconque  y  =  mx^  passant    au 
sommet.  Elle  coupe  respectivement  les  trois  coniques 

aux  poinU  {xs,yC\^  {^tij^^  (•^atjj)^  et  Ton  a,  par 
conséquent, 


Donc 


I         m* 

I            I 

X^                OL 

p 

I           I 

m* 

-\ 

P 

X3       —  a 

I           I 

1 

X^          X2 

2 

—       ) 
^1 

relation  indépendante  de  a  et  qui  démontre  la  pro- 
position. 

Note,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  H.  Lez  ;  Moret- 
Blanc;  F.  Pisani;  J.  Boudènes  et  J.  Perret,  élèves  dû  lycée  de  Gre- 
noble; A.  Droz,  au  Gymnase  cantonal  de  Porrentruy  (Berne); 
E.  Pecquery,  élève  du  lycée  du  Havre  ;  H.  Herzog,  du  lycée  de  Rouen. 


Question  1347 

(TOir  a*  série,  t.  XIX,  p.  432)  ; 

Par  m.  N.  GOFFART. 

Six  points  quelconques  étant  donnés  sur  un  plan,  le 
lieu  géométrique  des  points  tels  qu'en  les  joignant  aux 
six  points  donnés  on  obtienne  un  faisceau  en  im^olu- 
tion  se  compose  de  quinze  cubiques  du  troisième  ordre 
qui  passent  toutes  par  les  six  points  donnés,  (Dewulf.) 

Soient 

A  et  A',     B  et  B',     G  et  C 

les  points  donnés,  et  leurs  coordonnées  respectives 

^\iy\  et  <,/,,     ^j,72  et  Jo\,y\,     x^,y^  et  x'^,y\. 
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Soît  M  (^,J  )   le  point  mobile  5  prenons  pour  axe  des 
a: une  droite  OX  quelconque,  coupant  les  droites  MA, 

MA',  MB,  . . .)  aux  points 

a  et  a! ^     h  et  6',     c  et  c', 
dont  les  distances  respectives  à  l'origine  sont 

a  et  a',     p  et  P',     7  et  7'. 

Nous  exprimerons  que  le  faisceau  est  en  involutiou  en 

écrivant  l'équation  symétrique 

< 
ay . hd . ca' -h  a' b, b' ce' az=:o 
ou 

(«-p')(p-ïO(T-«o-+-(«'-p)(P'-ï)(r-«)=o. 

Exprimons  en  fonction  des  coordonnées  toutes  ces 
différences.  Remarquons  que  la  droite  MA  a,  par  exemple, 
a  pour  équation 

a  ou 

7  —  71 

Par  analogie,  on  a 

û(  — ,      a  — -, — , 


j— j«  r— r 


s 


r-78  '    ^       7— 7; 

Formons  maintenant  les  difîerences  qui  composent  le 
produit;  nous  aurons,  par  exemple, 

(7--"7i)(7  — 7i) 


(   i3o  ) 


OU  encore 


r= 


r 


Cr  — 7i)(/— Ji) 


On  formeraît  de  même  les  autres  différences,  et  To 
aurait,  après  substitution  et  réduction, 


œ 

J 

X 

y 

X 

y 

X, 

71 

X 

X^ 

y't 

X 

X3 

y* 

7; 

x\ 

y'z 

< 

y\ 

a; 

r 

X 

y 

X 

y 

^; 

/. 

X 

t 

x^ 

y'i 

X 

A 

7; 

•î^s 

7« 

X3 

y^ 

^1 

jt 

L'équation  de  cette  courbe  est,  comme  on  le  voit, 
troisième  degré,  et  l'on  remarque  que,  si  Ton  substituer 
X  elj  les  coordonnées  de  l'un  des  points  donnés,  Xi, 
par  exemple,  un  déterminant  facteur  s'annule  daT«-if 
chaque  produit,  ce  qui  revient  à  dire  que  la  courbe  pa»  ^e 
par  les  six  points  donnés. 

L'ordre  des  lettres  a,  a',  i,  . . .  étant  posé  comme  tout 
à  l'heure,  on  peut  admettre  que  les  droites  MA,  MA', .  . . 
soient  prises  dans  un  ordre  différent  pour  produire  h 
suite  a,  a',  è,  ....  Dès  lors,  on  produira  autant  de  courbes 
analogues  à  la  précédente  qu'on  pourra  former  de  fais- 
ceaux,   tels   que    M(ABCC'),  produisant   l'involution 
(aa'ii' ce/), c'est-à-dire  autant  de  courbes  que  de  combi- 
naisons de  six  objets  quatre  à  quatre,  soit        '    '     =  i5. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM."  F.  Dariionl, 
chargé  de  cours  au  lycée  de  Tournon,  et  Moret-Blanic. 
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Question  1349 

(TOir  a*  série,  I.  XIX,  p.  4B0); 

Par  m.  MORET-BLANC. 

otiver  un  nombre  positif  ajant  la  double  propriété 
e  égal  au  produit  de  trois  entiers  consécutifs  et  à 
de  deux  entiers  consécutifs,  (Lionnet.) 

aut  résoudre  en  nombres  entiers  et  positifs  Téqua- 
ndéterminée 

j(j -^  l)  (7  H- 2)  =  ^(^ -h  i)  , 

ou 

y^  -h  3  j*  +  2  j  =  x'  4-  ^. 

multipliant  les  deux  membres  par  4?  6t  ajoutant  i, 

4/' 4- 1 2  r* -f-  8j  4-1  =  (20?  4-i)'. 

question  se  réduit  donc  à  trouver  un  nombre 
•  j-^  tel  que  4j^  H"  ^^J^  -H  8y  H-  i  soit  un  carré 
t.  Posons 

47'-hi2jK'4-8j/-Hi  ={my —  i^y 

4  j*  -+-(i2  —  m')r-h(2m4-8)^=o; 

m^  —  1 2  ih  0/1* —  24//1* —  32fn-\-i6 

J= ^^-—8 •• 

aut  que  m* —  24 ni^ — 32m  -h  16  soit  le  carré  d'un 
pie  de  4  ]  on  peut  donc  poser  m  =  2  /i,  et,  en  divi- 
»ar  16  l'expression  qui  doit  être  un  carré,  on  a 

/i*  —  6/1*  —  4  '^  +  '  > 

)it  être  un  carré, 
voit  immédiatement  que  cette  condition  est  satîs- 
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ite  par  n  =  o,   d  ou  m  =  o  et  ^= ^ — 5  ce  qui 

donnç  les  deux  solutions  J  =  i   et  j^  =  5,  ou 

1.2.3=:    2.3     =6, 
5.6.7  m  14.  1 5  r=  210. 

Les  nombres  6  et  210  jouissent  donc  de  la  propriété 
énoncée  (*). 


(')  Note  du  Rédacteur.  —  D'après  les  équations  (2)  et  (3)  on  a 

2  57  -h  I  =  m  y  —  I, 

m 
a;  -f- 1  =  —y  ; 
2 

donc,  si  m  est  effectivement  un  nombre  pair  2/1,  a?  + 1  =  ny,  c'est-à- 
dire  que  27  +  1  est  multiple  de  y.  En  admettant  a  priori  cette  hypo- 
thèse, un  calcul  très  simple  fait  connaître  les  solutions  de  la  question 
proposée. 
En  remplaçant  a?  +  i  par  ny^  l'équation  (i)  devient 

y^  —  (  w'  —  3  )y  +  n  -h  2  =  0. 

Le  nombre  entier  n  ne  peut  être  moindre  que  3,  car,  pour  n  =  i  et 
n  =  2,  les  racines  de  l'équation  précédente  sont  imaginaires. 

Le  nombre  n  ne  peut  surpasser  3.  En  effet,  si  l'on  remplace  succes- 
sivement y  par  n^ —  3  et  n* —  4>  le  premier  membre  de  l'équation 

y^  —  [n^ -— Z) y  -h  n -'r  2  =  0 
prend  les  valeurs 

wH- 2    et    — /i^-f- /n-6  =(3  — /i)  (n -^- 2); 

la  première  est  évidemment  positive,  et  l'autre  est  négative  quand  n 
surpasse  3.  Dans  ce  cas,  l'équation  a  une  racine  comprise  entre  les 
deux  entiers  consécutifs  n  —  4  >  '^  —  3  ;  l'autre  racine  est  comprise 
entre  o  et  i,  comme  il  est  facile  de  le  voir,  en  ayant  égard  à  ce  que  la 
somme  des  deux  racines  est  n} —  3.  Par  conséquent,  aucune  des  deux 
racines  n'est  égale  à  un  nombre  entier. 
Il  faut  donc  que  ti  =  3  ;  il  en  résulte 

yî_6y_l_5  =  o,    y  =  1    et   y  —  by 

d'où 

X  —  7.    et    a?  =  14. 

Ce  sont  les  deux  solutions  trouvées  par  M.  Moret-Blanc. 

(G.) 
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SUR  UN  THÉORÈME  DE  PAPPIIS, 

Par  m.  h.  RESAL. 


►ncé  de  ce  théorème,  qui  est  peu  ou  point  connu, 
îduit  de  la  manière  suivante  : 

;  sommet  d'un  hém,isphère  on  décrit  une  spirale 
point  partant  de  ce  sommet  et  marchant  uni- 
\ent  sur  le  quart  de  cercle  qu'il  parcourra  pen- 
le  le  quart  de  cercle  fera  une  réi^olution  entièi^e 
de  l'hémisphère,  la  portion  de  la  surface  sphe- 
jmprise  entre  cette  spirale  et  la  base  sera  égale 
'é  du  diamètre. 

Lt 

jron  de  riiémisphère; 

Dmmet  *, 

:entre; 

position  quelconque  du  mobile; 


position  qui  en  est  infiniment  voisine; 

éjection  de  m  sur  OS; 

e  mOS; 

e  dont  le  quart  de  cercle  a  tourné. 

e  Mathémat.^  'i*  série,  t.  XX.  (Octobre  1881.) 


28 


(  m  ) 

Comme  on  a  cp  =  27:  pour  0  =  -  >  on  voit  que 

On  reconnaît  facilement  que 

S1=iH/'i— cos|V 

aireSmm'=i:  ^ttR.SI  x  —  =i  R^  (  i —  cos^  Wcp. 

27:  V  4;     ' 

En  intégrant  cette  expression  entre  les  limites  o  et  ai:, 
on  trouve  pour  Taire  comprise  entre  le  sommet  S  et  la 
spirale 

Par  conséquent,  Taire  comprise  entre  la  courbe  et  la 
base  est  41^^»  ce  qui  est  conforme  à  Ténoncé. 


SUR  UKG  CLASSE  DE  SURFACES  DU  QUATRIÈME  ORDRE, 

Par  m.  V.  JAMET, 

Professeur  au  lycée  de  Nice  (*). 


VIL  Voyons  maintenant  comment  se  transforment, 
dans  un  cône  du  second  ordre,  les  lignes  et  les  plaus 
qui  jouent  un  certain  rôle  dans  Tétude  de  cette  surface, 
par  exemple  les  focales  et  les  plans  cycliques. 

Toute  droite  passant  par  le  sommet  du  cône  trans- 
formé se  transforme  en  une  circonférence  passant  par 
les  deux  points  singuliers  de  la  gîrocyclide.  En  parti- 
culier, comme  les  focales  du  cône  font  avec  chacune  de 

(')    rv>//*  inrmc  Tonie,  p.  38.V 
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ses  génératrices  des  angles  dont  la  somme  est  constante, 
elles  se  transforment  en  deux  circonférences,  faisant 
avec  chacune  des  circonférences  génératrices  de  la  giro- 
cyclide  deux  angles  dont  la  somme  est  constante  ;  ce  qui 
revient  à  dire  que  chacune  des  génératrices  du  cône 
tangent  fait  avec  les  tangentes  à  ces  deux  circonférence  î 
deux  angles  dont  la  somme  est  constante.  Ainsi,  aux  gé- 
nératrices du  cône  transformé  correspondent  deux  cir- 
conférences passant  par  les  points  singuliers  de  la  sur- 
face, et  dont  les  tangentes  en  ces  points  sont  les  focales 
des  cônes  tangents.  Nous  les  appellerons  les  circonfè- 
rences  focales  de  la  girocyclide. 

Les  plans  cycliques  du  cône  transformé,  c'est-à-dire 
les  plans  menés  par  le  sommet  de  ce  cône  parallèlement 
aux  plans  de  ses  sections  circulaires,  se  transforment  en 
des  sphères  passant  par  les  d!eux  points  singuliers  de  la 
surface.  Le  centre  d'une  de  ces  sphères  se  trouve  sur  la 
perpendiculaire  abaissée  de  Tun  des  points  singuliers 
sur  le  plan  cyclique  correspondant  du  cône  transformé. 
Nous  en  conclurons  que  les  plans  tangents  à  ces  sphères 
aux  points  singuliers  sont  les  plans  cycliques  des  cônes 
tangents.  Nous  appellerons  ces  sphères  les  sphères  cy^ 
cliques  de  la  surface. 

VIII.  Chasles,  dans  un  important  Mémoire  sur  les 
cônes  du  second  ordre,  a  démontré  les  deux  théorèmes 
suivants,  corrélatifs  l'un  de  l'autre  : 

1°  Tout  plan  passant  par  le  sommet  d'un  cône  du 
second  ordre  coupe  le  cône  et  les  deux  plans  cjcliques 
suivant  quatre  droites,  telles  que  les  deux  premières 
sont  également  inclinées  sur  les  deux  autres, 

2**  Si  l'on  mène  deux  plans  tangents  à  un  cône  du 
second  ordre,  et  que  par  leur  intersection  et  les  deux 
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focales  on  Jasse  passer  deux  plans  y  ces  deux  plans  sont 
également  inclinés  sur  les  deux  plans  tangents. 

Nous  en  déduirons  les  deux  théorèmes  suivants  : 

i"  Toute  sphère  passant  par  les  deux  poinU  sin- 
guliers d'une  girocjclide  du  quatrième  ordre  coupe 
cette  girocjclide  et  les  deux  sphères  cycliques  suivant 
quatre  circonférences,  telles  que  les  deux  premières 
font  des  angles  égaux  avec  les  deux  autres. 

2**  Si,  dans  une  girocjclide  du  quatrième  ordre,  on 
considère  deux  sphères  em^eloppées,  et  que  par  leur 
intersection  et  les  deux  circonférences  focales  on  fasse 
passer  des  sphères ,  ces  deux  sphères  coupent  les  deux 
sphères  enveloppées  sous  des  angles  égaux. 

IX.  Proposons-nous  de  chercher  ce  qui  caractérise 
les  girocyclides  qui  correspondent  à  des  cônes  de  révo- 
lution. Comme  tous  les  cônes  transformés  d'une  girocy- 
clide  sont  égaux  au  cône  tangent  en  un  des  points  sin- 
guliers, et  que  d'ailleurs  les  cônes  tangents  aux  deux 
points  singuliers  sont  symétriques  par  rapport  à  un 
plan,  il  s'ensuit  que,  pour  que  la  girocyclide  corresponde 
à  un  cône  de  révolution,  il  faut  et  il  suffît  que  le  cône 
tangent  en  un  des  points  singuliers  soit  de  révolution. 
S'il  s'agit,  par  exemple,  de  la  girocyclide  représentée 
par  l'équation 

[x^-hj^-\-{z  —  cy 

-H  2a.37  -h  2bj  -}-  2C{Z —  C)Y^=:  ^Ax^-\-  4B/*, 

on  sait  que  le  cône  tangent  au  point  (o,  o,  c)  a  pour 
équation 

[ax  -H  t'y  -\-c{z  —  c)]2=  Ajî^-h  Bj^, 

ou,  en  ordonnant, 

~h  '2  hcy  {z  —  c)  -4-  '?.ac.T{z  —  c)  -h  2 ah.ry  r=  o. 
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Si  l'on  suppose  que  a  et  b  soient  différents  de  o, 
c'est-à-dire  que  la  ligne  qui  joint  les  deux  points  sin- 
guliers ne  soit  pas  dans  Tun  des  plans  menés  parles  axes 
de  la  conique,  lieu  des  centres  des  sphères  enveloppées, 
perpendiculairement  au  plan  de  cette  conique,  on  trouve 
que,  pour  que  le  cône  tangent  soit  de  révolution,  il  faut 
que  l'on  ait 

At=o     et    B  =  o. 

Mais,  dans  ce  cas,  la  girocyclide  se  réduit  à  une 
sphère. 

Si,  au  contraire,  on  suppose  a  ==  o,  les  coefficients  de 
deux  des  rectangles,  dans  l'équation  du  cône,  sont  nuls, 
et  la  condition  pour  qu'il  soit  de  révolution  est 

(c^  -h  A){b'-—B  -h  \)  =  b^C'y 
ou  bien 

A^-^4-(A  — B)c-^-+-A(A.  — B)=:o, 

ou  encore 


T-  -r-  4-  I  :=  o. 


A  — B       A 

Ainsi,  les  points  singuliers  doivent  être  sur  Tune  des 
coniques,  lieu  des  sommets  des  cônes  de  révolution  qui 
ont  pour  base  le  lieu  des  centr(;s  des  sphères  enve- 
loppées :  on  obtient  ainsi  les  surfaces  que  M.  Amigues 
appelle  des  digirocjclldes. 

Dans  le  Mémoire  que  j'ai  cité  plus  haut,  Chasles 
a  encore  démontré  les  deux  théorèmes  corrélatifs  sui- 
vants : 

1°  Deux  plans  tangents  à  un  cône  coupent  les  deux 
plans  cjcliques  menés  par  un  même  axe  de  symétjie 
suiuant  quatre  droites  qui  sont  situées  sur  un  même 
cône  de  révolution, 

2"  Les  quatre  plans  menés  par  les  deux  focales  d'un 
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cône  du  second  ordre  et  deux  génératrices  de  ce  cène 
sont  tangents  à  un  même  cône  de  rét^lution. 

Il  en  résulte  les  deux  propositions  suivantes  : 

i"  Deux  des  sphères  em^eloppées  d'une  girocjrclide 
du  quatrième  ordre  coupent  les  deux  sphères  cycliques 
suii^ant  quatre  circonférences  qui  sont  des  lignes  de 
courbure  d'une  même  digirocjclide. 

7?  Les  quatre  sphères  menées  par  les  deux  circon- 
férences focales  d'une  girocjclide  du  quatrième  ordre 
et  deux  de  ses  lignes  de  courbure  circulaires  sont  in- 
scrites dans  une  même  digirocyclide. 

X.  Si  Ton  considère  le  cercle  transformé  d'une  droite 
quelconque  de  Tespace,  et  qu'on  joigne  le  centre  de  trans- 
Tormation  à  quatre  points  A,  B,  C,  D  pris  sur  cette 
droite,  les  quatre  rayons  vecteurs  déterminent  sur  la 
«îirconférence  quatre  points  dont  le  rapport  anharmo- 
nique  est  égal  au  rapport  (ABCD).  Cela  permet  de  dé- 
duire des  propriétés  des  pôles  et  des  plans  polaires  dans 
les  cônes  du  second  ordre  les  propositions  suivantes  : 

1°  Si  par  un  point  P  de  Tespace  et  par  un  des  points 
singuliers  d*une  girocyclide  du  quatrième  ordre  on  fait 
passer  une  circonférence  quelconque,  elle  coupe  la  giro- 
cyclide en  deux  points,  tels  que  le  conjugué  harmonique 
du  point  P  par  rapport  à  ces  deux  points  se  meut  sur 
une  sphère  qui  passe  par  les  deux  points  singuliers. 

Nous  appellerons  cette  sphère  la  sphère  polaire  du 
point  P. 

2**  Si  un  point  se  meut  sur  une  circonférence  passant 
par  les  deux  points  singuliers,  sa  sphère  polaire  est  fixe. 
Nous  l'appellerons  la  sphère  conjuguée  de  la  circonfé- 
rence. 

3"  Si  l'on  considère  une  circonférence  passant  parles 
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deux  points  singuliers,  il  existe,  sur  la  sphère  conjuguée, 
une  inlSnitë  de  systèmes  de  deux  circonférences  qui 
passent  aussi  par  les  deux  points  singuliers  et  forment 
avec  la  première  un  système  de  trois  circonférences  con- 
juguées, c'est-à-dire  telles  que  la  sphère  qui  passe  par 
deux  quelconques  d'entre  elles  est  la  sphère  conjuguée 
de  la  troisième. 

4°  Dans  toute  girocyclide  du  quatrième  ordre,  il  existe 
trois  circonférences  conjuguées  rectangulaires.  Nous  les 
appellerons  les  circonférences  principales.  Les  sphères 
passant  par  deux  quelconques  d'entre  elles  seront  les 
sphères  principales.  Une  sphère  principale  contient  deux 
circonférences  focales^  toute  sphère  cyclique  passe  par 
une  circonférence  principale. 

XI.  Nous  appellerons  g'iroc^^c/iWe^  homqfocales  deux 
girocycUdes  ayant  même  système  de  circonférences  fo- 
cales. Elles  ont  en  même  temps  un  même  système  de 
circonférences  principales,  et  chacune  de  celles-ci  fait 
des  angles  égaux  avec  deux  des  circonférences  focales. 

Des  propriétés  des  cônes  homofocaux  nous .  déduirons 
les  propriétés  suivantes  : 

Par  un  point  de  l'espace  on  peut  faire  passer  deux 
girocyclides  du  quatrième  ordre,  ayant  pour  focales 
deux  circonférences  données  sur  une  même  sphère  ^  ces 
girocyclides  se  coupent  à  angle  droit. 

Si  l'on  imagine  une  circonférence  C  passant  par  le 
point  donné  et  par  les  deux  points  communs  aux  deux 
focales,  ces  deux  girocyclides  couperont  à  angle  droit  les 
deux  sphères  qui  passent  elles-mêmes  par  les  points 
communs  aux  deux  focales  et  font  des  angles  égaux  avec 
les  deux  sphères  menées  par  chacune  des  deux  focales 
et  la  circonférence  C. 

11  faut  encore  remarquer  que  tous  les  cônes  qui  tou- 
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client  une  série  de  girocyclides  homofocales  en  un  de 
leurs  points  singuliers  communs  sont  eux-mêmes  Iio- 
mofocaux. 

XII.  Dans  toute  girocyclide  du  quatrième  ordre,  les 
ligues  de  courbure  de  la  seconde  série  ont  pour  trans- 
formées des  coniques  sphériques.  Comme,  dans  l'étude 
de  ces  courbes,  les  grands  cercles  des  sphères  sur  les- 
quelles elles  sont  tracées  jouent  un  rôle  important,  je 
vais  chercher  à  caractériser  les  courbes  transformées  de 
ces  grands  cercles. 

Si,  comme  nous  Pavons  fait  précédemment,  nous 
prenons  pour  axe  des  zla.  ligne  qui  joint  les  deux  points 
singuliers  de  la  girocyclide  et  pour  origine  le  milieu  de 
leur  distance,  Téquation  qui  représentera  Tune  quel- 
conque des  sphères  sur  lesquelles  se  trouvent  les  lignes 
de  courbure  de  seconde  espèce  sera,  d'après  un  théo- 
rème démontré  par  M.  Ami  gués, 

(  7  )  ^2  -^  72  _^  ^-  —  2  X  5  -t-  C-  r=  O, 

c  désignant,  comme  précédemment,  la  demi-distance  des 
deux  points  singuliers. 

La  sphère  correspondant  au  plan  d'un  des  grands 
cercles  de  la  sphère  transformée  aura  pour  équation 

(8)  œ^-hy^-hz^ — 2ha^  —  2ky  —  c-:=o. 

Le  plan  radical  de  ces  deux  sphères  a  pour  équation 

lix  -\-  ky  —  X  ^  H-  c-  ^=:  o. 

Ce  plan  passe  par  le  point  dont  les  coordonnées  sont 

.r  =:  o,  r  =  o,  z  =  -r-5  pour  une  valeur  donnée  de  X,  ce 

point  est  fixe  et  réel  :  c'est  le  conjugué  harmonique  du 
centre  de  la  sphère  (7)  par  rapport  aux  points  singuliers 
(le  la  i»iro('y(!]idc.  Ainsi,  les  plans  des  circonférences  qui 
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correspondent  aux  grands  cercles  d'une  sphère  ayant 
pour  centre  le  sommet  du  cône  transformé  passent  par 
un  point  fixe. 

Ce  point  jouit  d'une  propriété  remarquable  :  c'est  le 
sommet  d'un  cône  du  second  ordre  ayant  pour  direc- 
trice la  ligne  de  courbure  déterminée  par  la  sphère  (7). 
En  effet,  soit  l'équation  de  la  gîrocyclide 

(9)  (^^  +  7^4-^2-+-  iax-\-2by  —  c^—^kœ^-^l^^y''', 

si,  dans  cette  équation,  on  remplace  x- 4- j^^ -H  ^^  par 
sa  valeur  tirée  de  l'équation  (7),  il  vient 

(10)  {ax  -\-by-\-\z  —  c^y  =1  A^2  _^  3^2^ 

de  sorte  que  par  rintersection  des  surfaces  (7)  et  (9)  on 
peut  faire  passer  le  cône  représenté  par  l'équation  (10)  ; 
son  sommet  est  bien  au  point  précédemment  défini,  et  sa 
base  est  Tintersection  du  cône  tangent  en  un  quelconque 
des  points  singuliers  avec  le  plan  des  xj.  Eu  outre,  si 
Ton  considère  le  cône  tangent  au  point  (o,  o,  c),  par 
exemple,  on  voit  facilement  que  la  seconde  courbe 
plane  suivant  laquelle  ce  cône  coupe  le  cône  représenté 
par  Téquation  (10)  est  située  dans  le  plan  représenté 
par  l'équation 

lax  -^  iby  -h  {c  -\-'k)z  —  2C^=o. 

Ce  plan  passe  par  une  droite  fixe  située  dans  le  plan 
des  xj  et  dont  Téquation  est 

ax-[-by  —  c^=zo; 

c'est  la  corde  des  contacts  des  droites  menées  par  l'ori- 
gine, parallèlement  aux  asymptotes  de  la  conique  lieu 
des  centres  des  sphères  enveloppées,  avec  la  conique 

{ax  +  by  —  C- )-=:  A^r^  +  B jS 
(jui  est  la  base  commune  au  cône  Langent  et  au  cône  (10). 
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Si  d'un  point  P,  pris  sur  le  cycle  directeur  d'une  ligue 
de  courbure  de  seconde  espèce,  on  lui  mène  des  cycles 
tangents,  le  cycle  qui  joint  les  points  de  contact  passe 
par  les  foyers  et  est  perpendiculaire  à  celui  qui  joint  ce 
foyer  au  point  P. 

XIV.  EnGn,  ce  qui  précède  permet  d'écrire,  dans  le 
cas  où  la  surface  qu'on  étudie  est  une  digirocyclide,  Té- 
quation  qui  représente  les  plans  des  deux  lignes  de  cour- 
bure circulaires  suivant  lesquelles  la  sphère  (7)  coupe 
la  surface. 

En  effet,  dans  ce  cas,  Téquation  (10)  s'écrit 

{by  -{-Iz  —  c^  Y  —  kx^  -^  B  j2. 

Par  l'intersection  de  cette  surface  avec  la  sphère  (7), 
on  peut  faire  passer  la  surface  représentée  par  l'équation 
suivante  : 

^"^      I       -t-(A  — B)j2  4-Ax;2— 2AX5H-Ac2=:o, 

et  l'on  reconnaît  aisément  :  1°  que  le  discriminant  de 
cette  équation  devient  nul  quand  on  tient  compte  de  la 
relation 

^»2c2=z  (c^-h  A)(62—  B  -h  A)  ; 

2^  que,  dans  ce  cas,  les  deux  plans  représentés  par 
l'équation  (11)  coupent  le  plan  des  xj  suivant  une 
même  droite,  dont  la  position  ne  dépend  pas  de  \, 
Comme  la  sphère  (7)  coupe  le  plan  des  xj  suivant 
le  cercle  fixe  (réel  ou  imaginaire)  x^-f-j-H- c-=  o, 
on  en  conclut  que  les  lignes  de  courbure  de  la  seconde 
série  sont  circulaires  et  passent  par  deux  points  fixes. 
Cela  concorde  avec  les  résultats  trouvés  par  M.  Aniigues. 


(  444  ) 


SUR  LE  NOMBRE  DES  POINTS  MULTIPLES  D  LKE  COURBE 
ALGÉBRIQUE  ET  LES  COURBES  UNICURSALES; 

Par  m.  E.  PELLET. 


1 .  Soient  m  le  degré  d'une  courbe  algébrique  (  A  ),  non 
déconiposable  en  courbes  de  degré  inférieur,  pile  nombre 
de  ses  points  multiples  d'ordre  i^  pi=  o  si  i  est  supé- 
rieur km  —  1 .  K  étant  le  nombre  des  points  multiples, 
on  a 

i.  m    1 


Posons  en  ontrt! 


1—2 


i-  m  -1 


M   in     \     ip^. 


i-  * 


Soit  n  un  nombre  entier  tel  que  — ^^ -K;  les  K 

1  .   I              n  (n  -h  ^)        ir 
points    multiples    et    — ^^ K  autres  points  pris 

sur  la  courbe  définissent  une  courbe  de  degré  /i,   qui  a 
avec  (A) 

_J K  -f-  M 

a 

points  communs^  comme  (A)  est  indécomposable,  on  a 


iV    ' 


DU 


n    . r  M  —  K, 


//  (  '^  ///  -     ft  —  -^  ^  ^  %  r        i: 
.- - y\  _-  i\. 


J 
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2.  Maxima  des  nombres  M,  K  et  pi.  —    L'expres- 
sion 

/i  (2m  —  n  —  3  ) 

2 
acquiert  sa  valeur  maximum  pour 

2/W  —  3 

2 
et  cette  valeur  maximum  est 

(2/n  —  3)*  _  ^(^ — ^)(^  —  2)4-1 

—  -  ■  ■ I  • 

8  8 

iM  —  K  étant  entier,  son  maximum  est ; 

'  2  ' 

comme  M  est  au  moins  égal  à  2  K,  on  voit  que 

(  171  —  i)(m  —  2  )  >  1^ 


On  a 

n  (2m  —  n  —  3) 


K>M. 


Remplaçant  chacun  des  termes  du  premier  membre 
par  sa  valeur  maximum,  il  vient 

(m  —  i)  {m  —  2)^  M. 
Pour  avoir  le  maximum  de  /;/,  observons  que 


i— /n— 1 

M 

î-2 


Doue 

~ ^U-  ^)  Pi- 
Dans  le  premier  membre,  n  est  un  nombre  entier  tel 
que 


(   H6  ) 

OU 

//  ( /i  —  3 K^  n  (im  —  //  —  3 ) 

'2  ~  2{i — I) 

d'où  Ton  tire 

im  —  3  / 


n> 


Ainsi,  il  faudra  remplacer  n  par  le  plus  petit  nombre 

,  2  /w  —  3/ 
entier  supérieur  a . 


Soit  i  =  a;  -^, 3  est  alors  égal  à  m  —  3  5  il  faut 

donner  à  n  la  valeur  m  —  2,  ce  qui  donne  pour  maximum 

,            ,       ,          .         ,     , ,      i  /fi  —  I  )  (  /w  —  2  ) 
du  nombre  des  points  doubles 

Si  i  était  supérieur  à  —9  pi  serait  au  plus  égal  à  i. 

3.  iNous  allons  en  outre  établir  une    relation  entre 

M  et  K,  qui  nous  sera  utile.  Soit  n  un  nombre  tel  que 

n(n  -h^)  ^jr                                  ,     ,         /i(/i-f-3) 
<C*^î   posons,  pour  abréger,  ■  =  [a. 

•a  ^ 

Par  p.  des  points  multiples  on  peut  faire  passer  une 
courbe  de  degré  n  ^  si  Ton  désigne  par  i,  i, , . . . ,  ip,_,  les 
degrés  de  multiplicité  de  ces  points,  on  a 

m n>  i -\~  il  -\-  . .  ,  -h  l'x- \ , 

et  le  nombre  des  inégalités  qu'on  obtient  ainsi  est  égal 
au  nombre  de  combinaisons  de  K  objets  [x  à  jjl,  c'est- 
à-dire 

K(K  —  i)...(K  —  [x-i-i) 

■       III  ■■  ■  ■  MiMii»       m 

X    •  ^  •    •    •  .A 

La  somme  des  seconds  membres  de  ces  inégalités  con- 
tient le  même  nombre  de  fois  chacun  des  nombres 
/,  iiy.  ,  .,iV  1?  et  ce  nombre  est  égal  à  celui  des  combi- 
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naisons  complètes  de  A  —  i  objets  pris  |ji  —  i   à  ui  —  i , 

soit 

(K  — O. . .  (K  —  fx  +  i) 
i.2...({j.  — I) 

Ainsi 

K(K—  î). .  .(K—  fx-4-i)         .   (K  — I. .  .(K  —  |x-f-i) ,, 
mn> ; î- M, 

1.2.  ..[JL  1.2.  ..({i.  —  l) 

1 .  r*                       1                        /i  (  /^  -f-  3  ) 
ou,  en  sinipliuant  et  remplaçant  [jl  par > 

2  /w  K  ^  ,  , 

ô^M. 

Dans    cette    inégalité ,    n   est    un    nombre    tel   que 
<CK.î  et  Ton  constate  aisément  qu'elle  a  encore 

JL 


,.        .  /^  (/n-3)       ^ 
lieu  SI  — ^^ =.  K. 


4.  Supposons  actuellement  que  n  soit  un  nombre  en- 
lier  tel  que ^>  K;  les  K  points  multiples  de  la 

1  /    A    \  /?    (  /<    -h   3  )  Tr 

courbe  (A)  et Jv  —  i  autres  ponits  pris  sur 

cette  courbe  déterminent  un  faisceau  de  courbes  de 
degré  w,  dont  Téquation  générale  contient  un  paramètre 
variable  au  premier  degré,  et  qui  ont  chacune  avec  (A) 

/i(/i-h3) 

— ^^ —  K-h  M  —  I 


points    communs,    savoir  { les  K   points  multiples  qui 

comptent  pour  M  et  les  — ^ K  —  i   pomts  sim- 

pies  choisis  sur  la  courbe.  Chaqucî  courbe  du  faisceau 


t  1;1AV^V1AI>*  «^      VIV/AAV/ 


I   XX    I     V^Sa. 


nm ^ h  K  —  M  H-  I 

2 

n  (9.  m  —  n  —  3)       «,       __ 

~ 1_  K  —  M  -h  I 

2 

points  seulement,  variables  avec  le  paramètre  qui  définit 
la  courbe.  Si  ce  nombre  se  réduit  à  Funité,  les  points 
de  la  courbe  (A)  se  déterminent  individuellement,  et 
elle  appartient  au  genre  de  courbes  appelées  unicursales 
par  M.  Cayley.  Ainsi,  n  étant  le  plus  petit  nombre  tel 

que  — ^^ >  K,  la  courbe  (A)  estunicursale  si  Ton  a 

/l(27/f  —  /?  —  3) 

(i) hK  —  M  — o. 

^  '  2 

Ce  caractère  est  plus  simple  que  celui  donné  par 
M.  Chasies  (  Comptes  rendus  des  séances  de  l'acadé- 
mie des  Sciences,  t.  LXIi,  p.  i354).  Lorsqu'on  aura 
reconnu  qu'une  courbe  satisfait  à  la  condition  exprimée 
par  l'équation  (i),  on  pourra  exprimer  les  coordonnées 
d'un  de  ses  points  en  fonction  rationnelle  d'une  variable 
par  la  méthode  exposée  par  M.  Hermite  dans  son  Cours 
d^ analyse  de  V Ecole  Polj technique,  p.  252. 

5.  On  reconnaît  aisément  que  les  courbes  d'ordre  m 
qui  ont  un  point  multiple  d'ordre  m  —  i  satisfont  à 
l'équation  (i).  Il  en  est  de   même  de   celles    qui  ont 

-^ --^ —  points  doubles.  U  faut  alors  prendre  /r 

égal  à  w  —  2;  M=  (m  —  0  ("*  —  ^)t  ^^  l'équation  (j  ) 
est  satisfaite.  Mais  on  peut  chercher,  pour  une  valeur 
donnée  de  K,  quelles  sont  les  courbes  satisfaisant  à  l'é- 
quation (  I  ).  On  ne  peut  en  trouver  si 

.-       /«,(/i,-h3) 


(  449  ) 

«I  étant  entier.  En  effet,  il  faut  faire  «  =/ii  -j-i ,  et  Vé- 
quation  (  i  )  devient 

(/i,  4-iH^/??  — /îi— '0       /2j(/i,  4-3)      ,. 

__J L  ^ L__! L  _  >l  —  o 

OU 

wi  /?!  H-  /;i  —  9.  —  /^l  —  M  =:  o. 

Or,  d'après  le  n"  3,  M^nirii  et  72|  est  inférieur  à 
m —  2. 

Les  plus  petites  valeurs  qu'on  peut  donner  à  K  après  i 
sont  done  3  et  4-  Alors  il  faut  prendre  /i  =  2,  et  l'é- 
quation (i)  devient 

2  m  —  2  -^  M  1=  o, 

dans  le   cas  où  K  =  3.  Comme  M  est  au  plus  égal  à 

'y — d'après    le   n°   3,    il    sera   impossible   de   satisfaire 

^     cîelte  équation  si 

6  m  , 

2 ni — 2'^ —y—    ou     m^  L\, 

4 

Tour  K  =  4^  l'équation  (i)  devient 

2  m  —  I  —  M=::  o, 

l'on  reconnaît  qu'elle  est  satisfaite  si  m  =  2  [jl  -h  i ,  en 

pposant  que  la  courbe  ait  trois  points  multiples  de  degré 

et  un  point  multiple  de  degré  jx  -h  i  ^  et  si  m  =  2  |ji,  en 

oposant  qu'elle  ait  trois  points  multiples  de  degré  a,  et 

de  degré  ijl  —  i . 

'.  Soient  a,  Z>,  c,  d  les  quatre  points  multiples 
nés  :  a  =  o,  p  =  o,  y  =  o,  5  =  o  les  équations  des 
tes  ab^  bc^  cd^  da.  Posons,  pour  abréger, 

latîon 

A§«^  4-Bs,s«*-*  ...  +Ksî-*S4-LSf=io, 

tle  Mathemat.y  '?.*  série,  t.  XX.  (Octobre   i8fto.)  1C) 


(  453  ) 
;n  foDction  de  6  et  de  la  racine  carrée  d'un  polynôme 
întier  en  0. 
Une  courbe  du  second  genre  coupe  la  conique 

s_eSiz=:o 

;n  deux  points  également  variables  avec  9.  Ces  points 
iont  situés  sur  la  conique 

|uî  peut  se  mettre  sous  la  forme 

Ma2  -r-  Nas  +  Peo  +  Qoa  =  o, 

I,  N,  P,  Q  étant  des  polynômes  du  degré  [jl  —  i  en  0. 
Or  S  —  ÔSi  peut  se  mettre  sous  la  forme  (n*^  6) 

Les  deux  coniques  représentées  par  les  équations  pré- 
dentes  se  coupent  évidemment  en  deux  points  va- 
sibles  avec  0,  qui  sont  situés  sur  la  droite 

MX'a  +  (N.l/  —  3'P)  t-^{QX  —  M\>'P)o  =  o. 


OLlITiON  DHINB  QUESTION  PROPOSÉE  PAR  M.  CATALAN; 

Par  m.  p.  BARBARIN, 

Professeur  au  lycée  de  Nice. 


fJne  cycloïde  reste  constamment  tangente  à  deux 

'oites  fixes  0.r,  Oy  :  trouver  le  lieu  du  centre  du  cercle 

£  passe  par  le  point  O  et  les  deux  points  de  contact 

,  N. 

Soit,  dans  une  de  ses  positions,  EF  1^  base  de  la  cy- 
oïde  et  soient  M,  N  les  deux  points  de  contact.  Considé- 


(  454  ) 
rons  les  deux  positions  du  cercle  géuérateur  qui  donn^  - 
ces  points  M,N. 


Les  deux  cercles  ainsi  tracés  touchent  la  droite  EFer^ 
C,  D  et  coupent  Ox,  Oj  eu  A,  B. 

La  droite  AB  est  égale  et  parallèle  à  CD. 

L'angle  CAx  a  pour  mesure 

MC       CE 

dans  le  cercle  générateur. 
L'angle  DBO  a  pour  mesure 

NBD  _  DE 

La  différence  de  ces  deux  angles,  c'est-à-dire  le  suppl^  " 

ment  de  xOy,  a  donc  pour  mesure  dans  le  cercle  génér»  " 

...  CD        AB 
leur  un  arc  égal  a  —  =:  — — 

Donc,  AB  est  une  longueur  constante  et,  si  l'on  désigm  ^ 


(  457  ) 

Or,  Q  étant  la  vitesse  angulaire  autour  du  point  O 

au  même  instant, 

r(A)=i2.0A. 

Par  suite, 


r(B)    _  OK 
Li.OA   '    OA 


ou 

(2) 


r(B) 


12 


OK. 


Maintenant,  le  point  D  décrivant  la  circonférence  de 
rayon  CD,  j'ai  le  centre  instantané  de  rotation  H  de  la 


^'■^, 


clï7oite  AD  en  prenant  le  point  de  rencontre  des  droites 
AetO'D.  Ona 

r(A)        HA 


C3) 


i(D)       IID 


Multiplions  (i)  et  (3)  membre  à  membre 5  il  vient 

(>(B)       HA.QK 
i^(D)       HD.OA* 

Tirons  OM  parallèlement  à  AD  : 

HA        OA 


HJ)       DM 


(  458  ) 
Or,  les  triangles  ODiM  el  ODM  élaiit  égaux. 


Donc 


et 


DM  — ON. 

• 

HA   OA 

HD   ON 

- 

r(B)   OA.OK 

OK 

i(D)   ON.OA 

OM 

Mais,  si  w  est  la  vitesse  autour  deO'  à  l'instant  co 

sidéré, 

r(D)=to.O'D, 

et  Tégalité  précédente  devient 

(  (D)   _  OK 

io.O'D  ~~  OJN' 
ou 

r(^B)_  OK.O^D 

Tirons  BP  parallèlement  à  O'D  : 

OKjO^ 
^^--ÔN— 
Par  suite, 

(4)  il^  =  BP. 

Occupons-nous  maintenant  de  la  vitesse  angulaire  ^ 
de  OC  autour  de  O,  prise  toujours  au  même  instant. 

Le  point  de  rencontre  I'  de  BI  et  de  OC  donne  1^ 
centre  instantané  de  rotation  de  la  droite  BC.  Donc 

r(B)  _Br_OK[ 

i^(C)  ""cr  ~"  OC 

ou 

r(B)   _0K/ 

12'. OC  ~  OC' 


(459) 


^)  =  OK'. 
éunissant  les  égalités  (2),  (4)  et  (  5),  nous  voyons 


v(B) 


(0 


.BP=:i2.0K==ii'.0K^ 


ITIONS  DE  QUELQUES  QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS 
D  ADMISSION  A  L'ÉGOLE  POLYTECHNIQUE  -, 

Par  m.  l'abbé  A.  GENEIX-MARTIN. 


Equation  générale  des  hyperboles  ayant  un  point 
né  pour  foyer ^  et  telles  quun  des  sommets  du  rec- 
jle  construit  sur  les  axes  soit  en  un  point  donné. 

renons  le  foyer  fixe  F  pour  pôle,  le  point  fixe  E  étant 


)mmet  du  rectangle  construit  sur  les  axes,  prenons  FE 


(  46o  ) 

pour  axe  polaire.  L'équation  de  la  courbe  sera  de  ^^Ba 

forme 

a:^~\-  y^^=r.  z-{jr  co^io  -H/siiito  —  ciy. 

II  faut  déterminer  £  et  d. 

Nous  savons  qu'on  obtient  le  foyer  en  décrivant  de  ^"^0 
comme  centre  un  arc  de  rayon  OE  ;  donc  le  triangle  EO-  y 
est  isoscèle  :  la  directrice  est  IDD',  on  sait  la  construir- 

Ona 


Soit 


on  a 


d*où 


FKO  =  HFO  —  to. 
EF  =  /, 

1-=!  2C  COSto, 

/ 
c  = 

'2  COSto 


On  a  aussi 


-_,  ,     .  ^-  /COS2  0) 


2  COSW  ' 


d*où 


Ê=— nz ,       FD=:^r=:  — =  "ïî  /  sill^OJ  COSW. 

a  cos  2  oj  c 


L'équation  générale  demandée  est  donc 


^î_l_  y2-_ ^ (^  cosu)  -h  y  sinto  —  2/sin-w  costo)*. 

^  C0S"^2a)^ 


IL  TÂeu  des  foyers  des  hyperboles  équilalères  ayant 
un  centre  fixe  O,  et  passant  par  un  point  fixe  A. 

Prenons  OA  pour  axe  des  x^  et  une  perpendiculaire 
en  O  à  OA  pour  axe  des  y  ^  posons  OA  =  a.  Soit  (a,  p) 


(  4(ii  ) 

un  foyer.  L'équation  des  hyperboles  considérées  est  de 
la  forme 

(^ —  a)--t-  (y  —  ?)-=  2(^costo  -H  r  siiico  —  dy. 

Elle  renferme  deux  paramètres  arbitraires  o)  et  d. 


y 


0 


as 


L'origine  étant  au  centre,  les  coefficients  des  termes 
du  premier  degré  doivent  être  nuls,  ce  qui  donne 


(0 

d'où 


ar=2^costo,     3  =1  2<isinto, 


a2+?2=:4^S     ^=Vïï±i!,     costo 


'2 


V^a2  +  p5 


Exprimons  que  la  courbe  passe  par  le  point  A 

îl   vient,  en  tenant  compte  de  la  première  des  rela- 
tions (i), 

Remplaçons  dans  cette  relation  costo  et  d  par  les  valeurs 
cjue  nous  venons  de  trouver,  il  vient  pour  l'équation  du 
lieu 

(a2+  p2)2_-  2a2(a2—  ?*)  =±i  o. 

C'est  l'équation  d'une  lemniscate  qui  a  pour  foyers  le 


(  4<5:i  ) 

PrciiojisBA  pour  axe  des  x^  et  une  perpendîculaîre  en  B 


pour  axe  desj^.  Prenons  BP  =  S 


y  2 


;  par  le  point  P 


menons  une  parallèle  à  Taxe  des  jt]  elle  passe  par  le 
centre  O.  Soît  j^  =  ^  l'équation  de  la  droite  PO. 

Menons  de  l'origine  la  droite  BO  (jy  =  mx)  5  les  coor- 
données du  point  O  sont  j^  =  jâ,  a:  =  —  •  L'équation  de 


m 


la  droite  OF,  perpendiculaire  à  OB,  est 

ni^{y — ^)-\-mx  —  p  =  o. 

Ij'abscisse  du  piÔïnt  A  où  elle  rencontré  l'axe  des  x 

est  X  = -^  '  Donc 

m 


Puisque  BF  =  OA,    décrivons    de  l'origine    comme 
c^entre  le  cercle  de  rayon  [3  y/i  -h  m-.  Son  équation  est 


(i) 


.r^-f-r^— ^2(14-^2). 


(  4<35  ) 
3^  On  mène  à  chaque  parabole  une  tangente  per- 
pendiculaire  à  la  droite  AB,  trouver  le  lieu  des  points 
de  contact  et  construire  ce  lieu. 

Notations.  —  AB  étant  prise  pour  axe  des  j^  et  une 
perpendiculaire  pour  axe  des  x^  on  fera  AB  =  2  a,  en 
appelant  m  le  coefficient  angulaire  de  la  direction  des 
diamètres  des  paraboles  considérées. 

Je  prends  le  milieu  de  AB  pour  origine. 
L'équation  générale  des  paraboles  ayant  m  pour  coef- 
ficient angulaire  de  la  direction  de  leurs  diamètres  est 

{y — nixY-\-  i\x  H-  i\i.y  -h  v  =:  o. 

L'équation 

y  —  mx  =:  o 

représente  le  diamètre  mené  par  Torigine,  et 

2  X  a?  H-  2  \j.y  -H  V  .=:  o 

est  l'équation  de  la  tangente  à  l'extrémité  de  ce  dia- 
mètre. 

Ces  paraboles  devant  passer  par  les  points  A  et  B, 
dont  les  coordonnées  sont  (o,  a)  et  (o,  — «),  on  aies 
équations  de  condition 

a*-l- 2p.a -T- V  m  o,     a^ — 2{jLa-i-v  =  o, 
d'où 

p.  =1  o     et     V  irz  —  a^  ; 

donc  :  1°  l'équation  générale  demandée  est 

(i)  {y — mxY-^  2\x — a2=:o; 

'^^  l'équation  (i)  peut  s'écrire  identiquement 

(7 —  mx  -\-  hy —  2A(j —  mx)  -+-  2\x —  a* —  A*r=o, 
on 

(7—  mx  -H  A)'-+-  2(X  -+-  mh)x  —  2hy —  a^  —  A'=:o. 

-^nn.Htf    Mftthémnt.,  i*  série,  I.  XX.   (Octobre  1881.)  3o 


(  4«<i  ) 

L'équatiou 

y  —  mx  H-  A  =r.  o 

représente  un  diamètre  quelconque,  et 

2  (X  4-  mh)x  —  2hy  —  a}  —  /i^ r=  o , 

la  tangente  à  rextrémîté  de  ce  diamètre. 

En  exprimant  que  ces  droites  sont  perpendiculaires, 
on  aura  les  équations  de  Taxe  et  de  la  tangente  au  som- 
met. 

La  condition  est 

f'k-hmh\  j,   ,      ,  ml 

m[ ) -4-1  =  0,     don     n:=z- 


m^-t- 1 


Il  s*ensuit  que  Téquation  de  Taxe  est 

m  A 

y  —  mx ■ nz  o , 

*^  ??i^  -h  I 

et  celle  de  la  tangente  au  sommet 

a^m^-hiV-hm^l^ 
X  -f-  my ^^ -T^ — -r -=i  o. 

De  ces  deux  équations,  on  tire 

^  ~         '2l{m'-\-iy 

et 

fn{m^ -h  '^')l^ -h  fn{m^ -h  i^a^ 

^  "  2l{m^-^iy 

Ces  valeurs  de  x  et  j  sont  les  coordonnées  du  somm—  -«t 
des  paraboles. 

Le  foyer  sera  déterminé  par  Tintersection  de  Taxe  <^ 
de  la  droite  représentée  par  l'équation 

a^(m^-hiY-^(m^—i)l^ 
X  -h  my r- — z ^ =  o. 


(467) 
[Voir   les   Nouvelles  déterminations  analytiques  des 
foyers  et  directrices,  par  M.  Georges  Dostor)  (*). 
La  résolution  des  équations 

a2(m2-i-i)2H-(m2  — i)X2 
x  +  my c-7 — 7-^ — r —  ==  o, 


(*)  Il  est  facile  de  trouver  les  coordonnées  du  foyer  sans  avoir  re- 
cours aux  formules  générales  des  Nouvelles  déterminations  ana- 
lytiques, etc.,  car  l'ordonnée  du  foyer  est  égale  à  celle  du  point  de 
concours  des  deux  tangentes  représentées  par  les  équations 

2Aa;  —  a'=o    et    a?-h  my ^^ — ; — ~ — r-^ =  o, 

et  l'abscisse  s*obtient  au  moyen  de  l'équation 

m\ 
y  —  mx 5 =  o 

de  Taxe,  en  remplaçant^  par  la  valeur  de  l'ordonnée.  Cela  résulte 
simplement  de  ce  que  le  lieu  des  projections  du  foyer  sur  les  tan- 
gentes est  la  tangente  au  sommet. 

On  peut  encore,  sans  connaître  l'équation  de  la  tangente  au  som- 
met, déterminer  le  foyer  par  un  calcul  qui  s'appuie  sur  les  considé- 
rations suivantes. 

11  est  d'abord  évident  que  la  différence  des  distances  des  deux  points 
A,  B  à  la  directrice  est  égale  à  la  projection  de  AB  sur  la  di- 
rection des  diamètres;  cette  projection  est  exprimée  par  le  produit 

a  #x. >  indépendant  de  la  variable  \. 

La  différence  des  distances  des  points  A,  B  au  foyer  est,  de  même, 
égale  à  3a.  ;  il  s'ensuit  que  le  lieu  du  foyer  de  Tune  quel- 

conque  des  paraboles  considérées  est  l'hyperbole  dont  A,  B  sont  les 

foyers,  et  l'axe  focal,  ou  traverse ,       '  •  L'équation  de  cette  hy- 

sjm}  -\-  I 

perbole  est 

(m*-T-i)jK'—  /n'(m*-f-i)a7'—  m}a^—  o; 

clone,  en  résolvant  le  système  des  deux  équations 

(m'-hi)^' —  m} {m} -\- \) x'^  —  m}a^—  o,    y  —  mx ^ =  o, 

on  aura  les  coordonnées  cherchées.  (  G.  ) 


(  m  ) 

et 

ml 

y  —  mx -  — o, 

m^  H-  I 

donne  pour  les  coordonnées  du  foyer 

a} ( rn} -\-  i)  —  X^  a} m{ îri^ ^  \^  -\-  \^ m 

^~      2(m*-hi)X     '     -^^  2(/n2-f-i)X 

3®  Le  coefficient  angulaire  des  tangentes  perpendicu- 
laîres  à  AB  est  nul  ^  on  a  donc  au  point  de  contact 

—  /w(j  —  ma?)-t-X=:o     et     {y — mxy-^iXx  —  a*=o. 

En  éliminant  \  entre  ces  deux  équations,  il  vient 

y^  —  tn^  x^  —  «2=0     ou     — ^-r-r '— :  -h  I  zzz  o , 

équation  du  lieu  géométrique  des  points  de  contact.  Cette 
équation  représente  une  hyperbole  rapportée  à  ses  axes, 
et  ayant  ses  sommets  réels  aux  points  A  et  B.  Ses  asym- 
ptotes ont  pour  équation  y'^ — m^x-^o;  l'une  d'elles 
est  le  diamètre  de  la  parabole,  mené  par  l'origine,  l'autre 
est  symétrique  par  rapport  ri  l'axe  àvsy^  il  est  donc  très 
facile  de  construire  cette  courbe. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  1,'ÉCOLE  POLYTEGBNIQDE 

M  1881. 


Composition  de  Mathéinatiq ues , 

Une  parabole  étant  donnée,  on  lui  mène  une  normal i 
en  l'un  des  points  situés  avec  le  foyer  sur  une  mêm* 
perpendiculaire  à  Taxe.  Trouver  le  lieu  des  sommet 
des  sections  faites  par  des  plans  contenant  cette  nor 
maie  dans  le  cylindre  dont  la  parabole  donnée  est  1 
section  droite. 


(  4»!)  ) 
Compositiun  littéraire. 
Développer  la  pensée  suivante  ;  Le  culte  de  la  vérité 
ns'cnd  des  formes  dîHérentes  avec  les  époques.  De  notre 
tc^EUps,  le  noble  rêve  du  bonheur  de  rhumanité  future 
sur  la  terre  par  les  déeouvertes  de  la  science,  par  les  ap- 
plications de  l'industrie,  par  les  réformes  politiques  et 
sociales,  c'est-à-dire,  en  un  mot,  la  philosophie  du  progrès 
devient  dans  certaines  âmes  une  sorte  de  religion.  C'est 
aîasi  que  la  science  en  est  arrivée  à  avoir  ses  temples, 
ses  sacriliecs,  ses  apôtres  et  ses  matyrs. 

Composition  de  Lavis  (trois  heures). 
Kaire  à  l'encre  de  Chine,  à  teintes  plates,  lu  lavis  d'un 


•^^Titï  de  révolution  reposant  snr  un  socle  cylîndn((ue 
**^  «iéuchant  sur  un  fond  gris  uniforme. 
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On  se  conformera  aux  cotes  indiquées  en  mîlli mètres 
sur  le  croquis  ci-joint. 

Nota,  Les  traits  pour  le  cadre,  les  arêtes  ou  les  con- 
tours apparents  des  solides  seront  faits  à  Tencre. 

On  observera  les  (ilets  de  lumière. 

Composition  de  Calcul, 

Etant  donnés,  dans  un  triangle,  deux  côtés  et  l'angle 
compris,  savoir  : 

h  =  483-, 76,     c  --=  675™,  37,     A  =1  35042'  I5^ 

calculer  les  deux  angles  B  et  C,  le  troisième  côté  a,  la 
longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  A  sur  a  et 
la  distance  du  pied  de  cette  perpendiculaire  au  som- 
met C. 

Composition  de  Géométrie  descriptii^e. 

On  donne  un  tétraèdre  régulier  ABCD  dont  le  côté 
a  o"',i9o,  dont  la  base  ABC  est  située  dans  le  plan  ho- 
l'jzontal,  et  dont  le  sommet  D  est  au-dessus  de  ce  plan. 
Le  point  A  est  le  sommet  d'un  cône  qui  a  pour  base  li^ 
cercle;  inscrit  dans  la  face  BCD.  Le  point  B  est  le  som- 
met d'un  cône  qui  a  pour  base  le  cercle  inscrit  dans  1; 
face  ACD. 

On  demande  de  représenter  en  projection  horizontah^^  Jt* 
le  corps  qui  reste,  quand  on  supprime  dans  le  tétraèdres  "  av 
la  partie  comprise  dans  le  premier  cône  et  la  partie  com-  .In- 
prise dans  le  second,  indiquer  les  constructions  faite  ^-iiiscs 
pour  trouver  un  point  de  l'intersection  des  cônes  et  1  MI  la 
tangente  en  ce  point. 
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QUESTION  DE  LICENCE  (PARIS,  JUILLET  1880)^ 

Par  m.  E.  FAUQUEMBERGUE. 


Soient  OX,  OY,  OZ  trois  axes  de  coordonnées  rec- 
tangulaires, et  dans  le  plan  ZOX  une  courbe  donnée  C. 
Une  surface  est  engendrée  par  une  circonférence  de 
cercle  dont  le  plan  reste  parallèle  au  plan  XOY,  dont 
le  centre  décrit  la  courbe  C^et  qui  rencontre  constani- 
f fient  OZ.  On  demande  de  former  l'équation  différen- 
tielle des  lignes  asjmpto tiques  de  la  surface,  en  pre- 


s^f^ 


X 


^lant  pour  variables  la  coordonnée  z  d'un  point  M  et 
i' angle  9  du  rayon  du  cercle  qui  passe  en  ce  point  a\^ec 
i.a  trace  du  plan  du  cercle  sur  le  plan  ZOX.  applica- 
tion au  cas  oii  la  courbe  C  est  une  parabole,  ayant  le 
jooint  O  pour  sommet  et  OX  pour  axe. 

Soient  a:,j^,  ^  les  coordonnées  du  pointM;  j:<  Tab- 
scisse  OB  de  la  projection  du  centre  l\  et  oti  =  ç(^)  l'é- 
Cjuation  de  la  courbe  C.  On  a 

(1)  ^z=:  ^i(H-C0S6),      OU      07=  cp(^)(l  H- cos6), 

(2)  ym  j:'isinB,  ou     y=z  (p(z)  sin6; 


.     (472) 
par  suite,  Téquation  de  la  surface  est 

(3)  I       ou 

On  déduit  de  là 

(iz  .r  —  'f  (  ^  ) 

cosB  I 


~~  I4-COS6  o'(z)  ~~  2  \    ~~    ^^^    2/  cp'(5) 

dz y 

^'~'Ty~'  œ^'{z) 

sin6  I  0       r 


^  2 


dq  m 


I 

2 


*      ^     ^  2 


.^W.'  ^^' 


[ 


0 


cos6cp''(<3)e/-s-h  cp'(4;)tang-^/6 


2 


[sinecp"(5)<iz  — cp'(s)t/ej. 


,  e 

eiJT  =  2  cos  - 
2 


A  A 

cos  -  ':^'  {z)  dz  —  sin  -  ^{z)d^ 


dy^=^  sin 6  ^' {z)  dz-^  ^(^)  cosô<^6. 

Substituant  ces  valeurs  dans  Inéquation  générale  des 
lignes  asymptotiques 

dp  dx  4-  dg  df  =  o, 

on  aura  Téquation  demandée  : 

2  COS-    COS 6  ^" {z)  dz  H-  «p'(5)tang-<'/6 

0  .     0  , 

X    cos-'Y(s)a>c  —  sin-cp(-s)aO 

f-[sinecp"(5)(ic— '^'(j)6/e] 

X  [sin6  cp'(  s)  z'/::  ■+- cp  (2)  cosOr/f)]    -0. 


I 


(  4:3  ) 

OU 

2 

application,  —  Dans  le  ras  où  la  courbe  C  l'sl  une 
parabole,  on  a 

0(  v)   Z^    -^» 

Ip 
d'où 

L'équation  (4)  devient  alors 

dz  2 


d'où 


et 


0 
cos- 

'A 


\ogz  —  io^iRn{;(j  —  y  )   r-logC 


/-        0\ 


^^:GtanJ^-^) 


V4    ^J 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES 


Question  2ol 

(  yolr  i"  série,  t.  XI,  p.  iij  )  ; 

Par  m.  J.  BOURGKT, 

Docteur  es  Sciences. 


acer   les  huit  premiers  nombres  sur  une  même 
S^'*^  de  telle  sorte  que  la  différence  de  deux  quel- 
^^^es  de  ces  nombres  ne  soit  pas  égale  à  la  différenc(^ 


,  (  474  ) 

de  leurs  rangs  dans  la  ligne.  Combien  existe-l-il  de 
dispositions  de  t:e  genre? 

17582463 

est  une  de  ces  dispositions. 

Placer  sur  un  éclii(/uier  huit  reines,  de  manière 
qu^aucune  d^elles  ne  soit  en  prise  à  Vune  des  sept 
autres  P 

La  solution  est  une  conséquence  de  la  précédente. 

(E.    LiONNKT.) 

Ce  problème  est  évidemment  difficile  :  il  s'agit  de 
choisir,  parmi  les  4o320  permutations  des  huit  chiiîh's 
(i,  2,  3,  4?  ^'i  ^1  7-)  8)  celles  qui  satisfont  à  la  conditiou 
imposée  par  renoncé. 

A  la  page  148  du  tome  XI,  i""^  série  des  JYous^elles 
annales,  Terquem  dit,  dans  une  Note,  que  Koralek, 
par  un  procédé  empirique,  a  trouvé  que  le  problème  de 
Lionnet  a  92  solutions,  dont  12  seulement  sont  distinctes, 
mais  il  ne  nous  fait  pas  connaître  ces  solutions,  ni  le  pro- 
cédé employé  par  Koralek  pour  arriver  à  ces  conclusions. 

En  ni'occupant  du  problème  des  permutations,  j'ai 
été  naturellement  amené  à  réfléchir  au  problème  de 
Lionnet.  Après  l'avoir  transformé  en  un  problème  d'A- 
nalyse indéterminée,  j'ai  pu  trouver  un  procédé  gra- 
phique conduisant  sûrement  à  toutes  les  solutions  du 
problème.  Ce  procédé  graphique  peut  être  comparé  au 
crible  d'Eratosthènes,  pour  la  détermination  des  nom- 
bres premiers  ;  c'est  peut-être  le  procédé  empirique  de 
Koralek.  Quoi  qu'il  en  soit,  il  me  semble  qu'il  constitue 
une  solution  rationnelle  du  problème  proposé,  en  ce 
sens  qu'il  réduit  la  considération  de  4o320  permutations 
à  la  construction  d'environ  3oo  petits  Tableaux  faciles 
à  faire. 

I^n  suivant  ce  procédé,  que  je  ferai  connaître  tout  « 


(   iTâ  ) 
l'heure,  j'ai  trouvé, comme  Korakk,  g^  permutalions  sa- 
tisfaisant à  la  condition  imposée. 

Au  ])oint  de  vue  du  problème  des  écliecs,  ces  92  solu- 
tions ue  donnentque  24  figures  distinctes.  On  comprend. 
en  elï'el,  que  plusieurs  permutations  correspondent  à  la 
même  disposition  des  dames  sur  un  écliii^uier,  en  pre- 
nant successivement  comme  base  de  l'échiquier  ses 
quatre  cotés.  Ces  24  figures  peuvent  ni6me  être  regar- 
dées comme  se  réduisant  à  12,  en  remarquant  qu'elles 
SI!  divisent  en  grouj)es  de  deux  symétriques  relativement 
à  la  base  supérieure  et  à  la  base  inférieure  de  l'échiquier. 

Nous  nous  expliquons  ainsi  le  résultat  annoncé  par 
Koralek. 

Voici  comment  nous  avons  procédé  : 

Imaginons  un  échiquier  du  64  cases.  Le  long  de  la 
première  ligne  verticale  nous  ferons  mouvoir  le  chiffre  1 , 
le  long  (le  la  seconde  ligne  le  chiffre  a,  ainsi  de  suite.  Il 


ne  devra  jamais  y  avoir  plus  d'un  chiffre  sur  une  même 
ligne  horizontale,  et  si  nous  dispersons  ainsi  les  huit  chif- 
fres en  remplissant  les  deux  conditions  que  nous  venons 
it'énoncer,  nous  aurons  chaque  fois  une  permutation  des 
liuit  chifi'res,  pour  laquelle  le  rang  occupé  par  chaque 
DhiOrc  sera  le  numéro  de  la  ligne  horizontale  sur  la- 
i|uelle  il  se  trouve.  Dans  la  figure  ci-contre  nous  trou- 
vons la  permutation 


(  i::  ) 

t,isfaisaiil  à  la  condition  Lioniiet^  donc,  quand  nous  au- 
jT-ons  placé  i  aux  rangs  i,  2,  3,  4)  nous  pourrons  nous 
surèler.  Les  autres  permutations  seront  celles  que  nous 
£iiirons  déjà  trouvées,  lues  en  sens  inverse.  Le  travail 
o.insi  réduit  exige  environ  3oo  opérations.  C'est  peu,  si 
l'on  remarque  que  le  nombre  total  des  permutations 
parmi  lesquelles  on  a  choisi  est  4o320. 

Voici  le  tableau  des  46  permutations  que  nous  avons 
trouvées  : 

17682463             26174835  25718864 

17468253            53172864  28613574 

16837425            83162674  62713584 

16863724            46162837  72418536 

67142863  82417636 

61628374            63184276  62814736 

41682736            63168247  62714863 

61842736            63186247  62617483 

31768246            48136276  35714286 

61468273            84136276  64718253 

71386426            48167263  68417263 

61863724            47186263  36816724 

41686372            64168273  76316824 

63176824  64713628 

73168624  584i3627 

67138642  36418672 

36814762 
67413862 

En  lisant  chacun  de  ces  résultats  en  sens  inverse,  nous 
^^^  obtenons  46  autres  satisfaisant  encore  à  la  condition 
^"^ijiosée:  donc  nous  avons  en  tout,  comme  le  dit  Ko- 
**^lc^k,  92  permutations  différentes  jouissant  de  la  pro- 
P'^i^té  indiquée  dans  Ténoncé. 

3Vlais,  au  point  de  vue  des  échecs,  ces  permutations 
^^^  ^constituent  pas  toutes  des  solutions  difïérentes.  En 
^^*f  ^t,  on  peut  prendre  pour  base  d<î  Téchiquier  un  côté 
* I^^ ^5 1  conque,  et  si  Ton  considère  une  des  solutions  précé- 


(  17«  ) 
dénies,  par  exemple  celle  qui  est  indiquée  par  Lionnet; 
elle    donne,    en   prenant    successivement    chaque   coté 
pour  base,  les  solutions 

8413G275,     63571428,     4^736851. 

Donc  on  peut  classer  les  solutions  du  Tableau  précé- 
dent et  leurs  inverses  en  groupes  donnant  sur  Téchiquicr 
la  même  figure. 

Voici  le  Tableau  de  cette  classification  qui  reriferiiie 
24  groupes  : 

(i) 17682463  84136275  63571428  42736861 

(2)....  17468253  83162674  64713628  62473861 

(3)....  61468273  73168624  62713684  67413862 

(4)....  71386426  41686372  7263i483  47^^^^^2 

(6)....  61628374  67138642  62617483  763i6824r 

(6)....  41^82736  36271486  46B31762  7428613 

(7)....  61842736  36814762  36276184  7426813 

^8)....  31768246  36714286  53847162  7382616 

(9) 61863724  36418672  724x8636  6726318 

(10)...  67142863  64168273  63176824  6271486 

(11)...  63184276  47186263  42761863  6374182 

(12)...  53172864  64718263 

(f3)...  16863724  82417636  67263148  3642867 

(i4)...   16837426  82631746  47^26138  3628647 

(i5).,.   26831476   48631726   42686137   3728641  — 
(16)...   28613674   684i3627   27368614   524683i=— 


; 

(17)...  42861357   38471626  24683176   4738261    6 

(18)...  53168247   2)7i3864  68417263   6372861    4 

(19)...  63186247   48167263  26741863   6372481   -5 

(20)...  26174835   4^1^2837   68241763   6428671 1^3 

(21)...  48136276   27681463  63681427   427368e:^^5 

(22)...  36841726   42867136  37286146   36824ly^^^^ 

(23)...  62814736   67248136  36268174   368167:^^^ 

(24)...  36281746   46827135 

Ces    24  groupes    se    divisent  vu   deux    groupes  c 


12  termes  chacun,    jouissant  de  cette  propriété  que        J^ 
ligure  correspondante  à  l'un  des  groupes  de  la  premiè    ^mv 


série  de  1 2  est  symétrique  d«  la  iigiire  correspondant!! 
au  groupe  de  même  rang  dans  la  seconde  série.  En  d'au- 
tres termes,  si  l'on  trace  la  figure  formée  par  un  des 
groupes  de  la  première  série  de  1 2  sur  une  feuille  de  pa- 
pier, eu  retournant  la  feuille  et  regardant  la  6gure  par 
transparence,  on  ohtient  la  lîgure  donnée  par  le  groupe 
de  même  rang  dans  la  seconde  série  de  1 3. 

Donc,  au  point  de  vue  du  problème  des  échecs,  on 
peut  dire,  avec Koraick,  qu'il  n'y  a  que  13  solutions  dis- 
tinctes donnant  les  ligures  du  Tableau  suivant  : 


(  i8o  ) 

Ces  figures  correspondent  à  chacun  des  12  premiers 
groupes. 

Si  l'on  pouvait  les  trouver  directement  par  une  mé- 
thode simple,  on  pourrait  en  déduire  les  92  permuta- 
tions des  huit  premiers  chiffres  remplissant  les  conditions 
imposées  parTénoncé  de  Lîonnet. 


QUESTIOIV. 


1376.  Dans  un  cône  donné  on  inscrit  une  sphère,  et 
dans  la  partie  laissée  libre  au-dessus  de  cette  sphère  on 
inscrit  une  nouvelle  sphère^  et  ainsi  de  suite  indéfini- 
ment. Trouver  l'expression  du  rayon  de  la  (/^  +  i  )*'"'^ 
sphère,  sachant  que  R  est  le  rayon  de  base  du  cône,  H  la 
hauteur,  et  que  C  en  représente  le  coté. 

Prouver  que  l'espace  laissé  vide  dans  le  cône  par  toutes 
ces  sphères  a  pour  volume 


IttR^H.^^'"^'"^^' 


3 '^ri^   R2 


3G^4-R' 


(G.    DOSTOR.) 


ltEGTIPIGATie!« 


L'observation  faite  par  M.  Genty  (p.  3-70 )  sur  la  dernière  partie  d 
l'énoncé  de  la  question  1306  est  exacte,  et  cet  énoncé  doit  être  m 
difié  comme  il  suit  : 

Les  tangentes  de  rebroussement  pa.<isent  respectivement  par  U 
six  points  où  les  cotés  du  triangle  ABC  coupent  la  conique  C,. 

Ces  tangentes  sont  faciles  à  construire.  Soient  •^^  et  y^  îes  poini 
où  AB  coupe  C5,  la  tanj?ente  de  rebroussement  qui  passe  par  ^^  es= 
la  droite  qui  joint  ce  point  à  celui  où  v^C  coupe  C,.  Dewulf. 


(48o) 
il  l'on  pose 

i       (2a-i- i)  (2a-i- 3) . .  .  (2a-f- 2/ — i) 

Cl  znz  —   — —  . 

/!   (2a-i-  /-h  i  ^(2 a  H-  / H-  2)  ...  (2a  -h  2/) 

Mais,    en    posant  c/=  jp^j  nous  trouverons  pour  la 

fonction  génératrice  des  mêmes   polynômes  une  autre 

expression 

_i  

2'(i  —  2aj7  -h  a^)    -(i  —  ajc  -i-y^i  —  2 au?  h-  a^)~*? 

moins  simple  que  la  précédente.  On  obtient  facilement 
cette  dernière  expression  au  moyen  de  la  formule  de 
Lagrange 

/  -0 

où  z  est  une  fonction  de  «  et  de  a:  déterminée  par  l'é- 
quation 

Pour  cela,  on  n'a  qu'à  poser  dans  cette  formule 

cp(u?)  zz:  i(^2  _  ,  )^  yr(^)  ^  (^2  _  ,)«, 

En  ayant  égard  à  deux  expressions  précédentes  pour 
la  fonction  génératrice  des  polynômes  w/^  nous  pouvons 
écrire  les  équations  suivantes  : 

'=*  en-/ 


1 


Il  2'  (^«—  i)*  djc^ 

i  =0 

1 

=  2»(i  —  2au?  + a^)    *(i — aa:  -h  v^i  —  '2aju  -{-  a^)    *  , 
a^  (2aH-i)(2a-|-3)  ...(2a-f-2/ —  i) 


1 


Il  (2a4-/-Hi)(2a-|-/-}-2)...(2a-4-2/) 
/  =  o 

X  — ; 71— 7-r^^ —(i—2ax-\-a'')    ^     «^. 

(a---  —  1)*  r/.r' 


(  487  ) 
<^t,  en  supposant  d'abord  m  constant,  il  faut  déterminer 
1  a  somme 


/I  =  «0 


Z^nl  (2^-1-2  m +  /i -ha)...  (2^-1-2 /?i-|-2/i-+-i) 

/i  =  0 

La   seconde  des  formules  (5)  donne  immédiatement 
l'expression  simple 

en  posant  dans  cette   formule  a  =  ^  4-  /w  -f-  -|,   et  en 
remplaçant  les    lettres    x,   a,    /   respectivement   par 

On  n*a  qu'à  transformer  Texpression 


m=<*> 


1 


I       /  a  \'"  (2?-hi)...(2p-+-m) 


//i=0 


m!  2"^  \i— 2^7-î-  ^V       (P-+-0---  (P-^^) 


X  V  .  / 


{x'^ -^ y'^  —  I  )^  dœ 


m 


ctla  multiplier  par  le  facteur  (1  —  2  ij^  -f-  i^  )  ~  ^  ^■***^  pour 
avoir  la  fonction  génératrice  demandée.  Pour  transformer 
cette  dernière  somme,  au  moyen  de  la  seconde  des  for- 
mules (5),  nous  remarquons  d'abord  qu'en  changeant  x 

en  y  faisant  a  =  afyi  — j'-^  et  ayant  de  plus  égard 

à  l'égalité 

(2a-l-i)(2aH-3)...  (2a-}-2/  —  i) 


(2a-H/4-l)(2a-h/H-2)  ...  (2aH-2/) 

I     (2a -h  0  (2a -f- 2^)  .  .  .  (2a  H- /) 

2'       (a  -h  i)  (a  -h  2)  ...  (a  -h  /)  ""^ 


(  488  ) 

cette  formule  deviendra 

V^   rt''     (2a  + i)  (2aH- 2)  .  .  .  (2a-h/)  i 

^/!  2'      (a  -hi)  (a-+-  2)  .  .  .  (a  H-  /)     ( j;"^ -H  j^  —  i )* 

X  — î^ ^^—i —  —  [i  —  2a'œ—a'^(y^  —  i)]    ^     »^' 

En  supposant  ici 

a 


a' T. 


I  —  '2  0  y  -h  b"- 


et  en  changeant  les  lettres  /  et  a  respectivement  en 
et  j3,  nous  aurons  pour  la  somme  cherchée  Texpressio 

(1  —  26/4-  62)2?^-i  [(i  —'2,ax  —  ihy-\-  b') 

X(i  —  1  bv  +  b'^)  —  a\Y^  —i)]'  ^^^ 

En  la  multipliant  par  (r —  'ibj  -+-  i^j-fK»)^  nousob 
tiendrons  enfin  Texpressicm  de  la  fonction  génératric 
demandée  (4),  que  Ton  peut  présenter  encore  comme  i 
suit  : 

(  I  —  2  by  -H  6^  )P  [  (  I  —  2  a  j?  —  2  6jK  -+-  «^  -h  6*  ) 

X  (i  —2by-\-b'')-  a'{y  —  bY'\'^^^'^        '" 

En  posant,  dans  les  formules  (6)  et  (4),  ^  =  o,  nou s 

obtiendrons  les  formules  (2)  et  (3). 

Donc  les  polynômes  Qm,,i  peuvent  être  définis  pa^^r 
Tégalité 

(  I  —  iby  -\-  b^)^  [ ( I  —  lax  —  2  Z?  y  H-  6* ) 

X  (l—  2^?7+^?2)__^2(^.2_i)J-  (^^=-      2) 
—  V  fjm  Un  o 

la  sommation  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  entières  cnJc 
m  et  n  depuis  o  jusqu'à  Finfini.  Voici  quelques-uns  < — ^^' 


(  489  ) 
ces  polynômes  dans  les  cas  les  plus  simples  : 

"o,l  =  2(p-hl)j, 

2o,s=(?+i)[2(P  +  2)r'-l], 

i2o,3  =  î (? -H  i)(p  4- 2)  [2(?  +  3)jc^ -^  3r], 


Ces  polynômes,  ayant  la  fonction  génératrice  spéciale, 
ont  des  propriétés  complètement  analogues  à  celles  des 
polynômes  7*t/.  Je  ferai  voir,  dans  une  autre  occasion, 
quelques-unes  de  ces  propriétés. 


THÉORIE  DES  POINTS  SINGULIERS  DANS  LES  COURBES 

ALGÉBRIQUES  {*)\ 

Par  m.  Ch.  BIEHLER. 


Troisième  Partie. 

1 .  Cette  troisième  Partie  a  pour  objet  la  construction 
des  branches  paraboliques  fournies  par  une  direction 
multiple  de  points  à  Tinfini. 

^^^^  ■■IBI^IMMMII  Il  ■■■■III  !■!  I  -■---■---.-        M,,MM,.^,.»         ■■    ■—        ■      ■        ■  I    M  ■^■— W^l^^i— — ^^^^ 

(  '  )  Voir  même  Tome,  p.  97. 


(49'   ) 
:]uatioii  (3)  prendra  la  forme 

i.  Lorsque  la  droite  x  =  7-  s'éloignera  indéfiniment 

Torigine,  c'est-à-dire  lorsque  \  tendra  vers  zéro,  une 
plusieurs  valeurs  de  t  devront  tendre  vers  zéro,  s'il 
ste  des  branches  paraboliques  dans  la  direction  de 
:e  des  J-. 
)r,  l'équation  (4)  développée  devient 

o)  +  t<f'„,  (o)  4-  _<p;,  (o)  + . . .  +  -i  <f i-'  (o) 

r  t^-^  1 

^  t  [?,.-!  (o)  +  t^',n-v  (o)  4-  .  .  .  +  ;^;^3^  cp  iri'Ho) J 

-i-  X'«-i  ^'"~*  [«>i  (o)  H-  t^\  (o)]  -h  X'«^'»cpo  —  o. 

1  faut  donc  que  f/w(o)  =  o  et  <p'„(o)  =  o,  pour  que 
[uation  (5)  puisse  être  satisfaite  pour  un  système  de 
3urs  infiai imcnt  petites  de  X  et  de  it,  c'est-à-dire  que 
lirection  de  l'axe  des  y  soit  une  direction  double  de 
ats  à  l'infini,  ce  qui  est  bien  connu.  L'équation  (5), 
s  cette  hypothèse,  devient,  après  avoir  été  débarrassée 
facteur  t^ 

ftn—ï 

o';„(o)-f-...  +  -— p<pr(o) 


1.2  m\ 


-+-  X[?,„-i(o)  -H  ^^',n-i  (o)  -h.  .  .]  -h.  .  . 

peut  écrire  cette  équation  sous  la  forme 

t  I  Y^  ?m(o)  H-aJ  -^  X[cp,„_,(o)  H-  P]  ■=:  o; 


^n  tire 


7^<?;,(o) 


(  4<)^  ) 

LÎmcut  petite  change  aussi  de  signe  et  donne  la  branche 
d'K'  située  de  l'autre  côté  de  Taxe  de  y.  La  figure  est 
onstruite  dans  l'hypothèse  où  le  coefficient  de  X  dans  la 
Drmule  (8)  est  positif. 

Supposons  maintenant  que  ^m^i  (o)  soit  toujours  dif- 
érent  de  zéro  et  qu'un  certain  nombre  de  dérivées  de  la 
onction  ^m{t)  soient  nulles  pour  t  =  o^  soient 

cp;,(o)=zo,     ...,     oir*'(o)  =  o    et    cpi,r(o)^o. 
L'équation  (6)  prendra  la  forme 

9)  f»-' [2^ +  aj  +  X  [<?,„_.  (o)  +  P]  =  o, 

:  et  p  renfermant  dans  tous  leurs  termes  soit  *,  soit  X  en 
iacteur. 

Si  y  —  I  est  impair,  une  seule  des  q  —  i  racines  infi- 
liment  petites  de  Téquation  (9)  qui  tend  vers  zéro  en- 
tendre une  courbe  dont  la  forme  générale  est  analogue  à 
elle  de  \difig,  i . 

Si  <7  —  I  est  pair,  deux  des  racines  de  l'équation  (9) 
ont  réelles;  elles  sont  de  signes  contraires,  mais  11  faut 

Fig.  -2, 


0 


>our  cela  que  \  ait  reçu  une  valeur  dont  le  signe  soit 
îelui  du  rapport  —  (^V  r  'y  dans  ce  cas,  la  courbe  af- 
ecte  une  forme  semblable  à  celle  de  \sifig.  a. 
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3.  Supposons  maintenant  que  fm^\  (o)  =  o. 

L^équation  (6)  ne  sera  satisfaite  pour  de  petites  va- 
leurs de  ).  et  de  £  qu'autant  que  <fm(o)  =  o,  cp'^(o)  =:  o 
(p'^(o)  =  o^  c'est-à-dire  que  la  direction  de  Taxe  des 
doit  être  triple. 

Dans  ce  cas,  Téquation  (6)  prend  la  forme 

^[7;^?m(0)  4-  oc]  +  X[cp;„_,  (o)  4-  ?]  =  o, 

et  Ton  obtient  encore  des  branches  paraboliques  anî 
logues  à  celles  de  la  fîg,  i . 

Mais  si  (f^__^{o)  =  o  avec  cp^_4(o)  =  o,  et  si  (f^_^{c=>) 
est  aussi  nul,  l'équation  pourra  s'écrire 

(lo)       t  [-^  cp;;  (o)  H-  a]  +  X^  [cp„_,  (o)  -H  P]  =  O , 

et  la  racine  infiniment  petite  t  engendre  les  brancb^^s 
MN,M'N'(j^g-.  3),  situées  de  part  et  d'autre  de  l'axe  des  j^ 
et  dans  des  régions  opposées  du  plan^  \sijïg.  3  a  été  corm  - 

Fiff.  3. 


• 
1 
• 

« 

• 

• 
1 
* 
1 
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f 

A'i 

0 

:A 

1 

1 

:     O/ 

m/ 

N7  ^ 

struite  dans  riiypothèse  où  le  rapport  ^"]„  ],    est  n^  — 
gatiî. 


•i.  CoDsidéfoms  ■hA:&;i^&2A£  ^  «a»  ^o.  .  .;a  i 


^w  •-• 


1  équation   6    de^îcntiri 


4.  ;.i 


ff  —  :  -  •  ^ 


Y  étant  une  somme  de  jcrm-?*  ^^  s;  a:  ::«xi  îi":i"?ît*!i: 
petits  deyant  les  iroîs  pretaï-trî. 

Si  Ton  pose  r  =  T>:j-  Vtiz:iii>:c    ::     irri  •.lo.*  w* 
termes  diTÎsibles  par  /-  tt  ^'aizt\  *  «ri:^ 


(  I  2'l 


rr  ... 


4- 


^f  étant  une  somme  de  lertn^t^  fpl  r'*^:-ir:z.iz.:  i:cr  ^  *: 
iacteur. 

Quand  /.  est  très  petit.  U  î':<Kt>:r;  t  i  ^i-e  i  il-r*^^  i-fi 
voisine  qae  Ton  ^ent  de  la  valeur  -irr  1  :l 
l'équation  du  second  dcsré 


(i3i  ^î  IJLIL  _  -  1=LJ_ 

4-  î- 


Soient  T*  el  T|  les  racines  de  léqc*:!'.  ::.    : 
Si  To  et  Ti  sont  réelles  et  inézai^^.  le*  ^  il-r'-r*  de*  îr^jx 
''Seines  de  Téqnation    1 1    qui  tendexît  T^r*  ktt^:-  «..  l: 

Sx  To  et  Ti  sont  de  même  si^ne.  on  oLiî-ix:  ur»-  .  •-•  - 
•  .  *-  - 

^^tion  des  branches  analogues  a  c^rlle  oue  i.;«r?-:i.:r  1* 
^1  Tf  et  T,  sont  de  signes  contraires,   'n   'btl.  :.:  I* 


(  'iç)<i  ) 

Lâjig.  4  a  été  construite  dans  l'hypothèse  où  t©  et  t, 
sont  positifs. 

Si  les  racines  de  l'équation  (i3)  sont  imaginaires,  il 


Fig.  .\. 


ly 


A' 


0 


A^ 


Fig.  5. 


A 


0 


A_^ 


n'y  a  pas  de  branche  parabolique  réelle  dans  la  direc- 
tion de  Taxe  desj)^. 

Enfin,  si  les  racines  de  l'équation  (i3)  sont  égales 


Fi  (T.  G. 


y 


Jl 


I 

I 
I 

t 
I 
I 


entre   elles,   l'équation  (12)  pourra  se  mettre  sous  la 
forme 

?m(0)('  — -o)'-l-AX-i-BX2-h,..=:o; 


les  deux  valeurs  de  t  qui  ont  pour  limite  t©  ont  donc 


(  497  ) 


valeurs  approchées 


/"=:â 


ir  suite. 


^  z=z  TnX 


-\/^^"'' 


[eux  racines  donnent  naissance  aux  branches  para- 
ues  de  \2ifig.  6. 

La  discussion  complète  de  l'équation  (6)  dans  le 
ù  c5„j_2(o)  est  différent  de  zéro  se  fait  comme  la 
ssion  de  Téquation  (17)  de  la  première  Partie  (*  )  5 
n'insisterons  pas  davantage  et  nous  nous  bornerons 
larquer  que  cette  étude  ne  nous  donne  que  deux 
elles  formes  de  courbes,  comme  nous  l'avons  déjà 
►ur  les  branches  qui  se  croisent  à  l'origine  :  ce  sont 
.  que  présentent  les  Jig.  7  et  8  ^  elles  sont  fournies 


Fig.  7. 


Fig.  8. 


0 


y 


ce 


n\  W 


es  valeurs  approchées  des  racines  de  l'équation  (6), 


i^oir  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  2»  série,  t.  XIX 

Qbre  1880). 
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(  199  ) 
rises  deux  à  deux  est 

(m  —  i)  (a:*!  H-  .v^  +  ...-+-  .r,,,)^ 
—  2  m  (  J7i  ^2  H~  -^1  '^3  H"  •  •  •  )  =  ^'^• 

La  somme  des  carrés  des  dislances  mutuelles  des 
.oints  de  rencontre  de  la  sécante  avec  la  courbe  est 
gale  H  ti'{i  -ha-),  c'est-à-dire  à 


(?m)'  ? 


f/n 


Nous  allons  tirer  quelques  conséquences  de  cette  for- 
mule. Elle  montre  d'abord  que  si  Ton  coupe  par  une 
roite  une  série  de  courbes  dans  lesquelles  les  termes  de 
egré  le  plus  élevé  m,  ainsi  que  les  termes  de  degré 
m  —  i)et(/n —  2)  sont  les  mêmes,  la  somme  des  car- 
és  des  distances  mutuelles  des  points  où  la  sécante  ren- 
ontre  chacune  des  courbes  est  la  même.  Cherchons  les 
ourbes  pour  lesquelles  la  somme  des  carrés  des  distances 
nuluelles  des  points  de  rencontre  avec  une  série  de  sé- 
;antes  parallèles  reste  la  même;  il  faudra,  dans  la  for- 
nule,  annuler  le  coefficient  de  i^  et  celui  de  h.  On  a  alors 
es  relations 

(m  —  i) (cp'J2_  ^  o„,o]„—  o, 

3a  en  déduit 

^ar  une  transformation  de  coordonnées,  on  peut  rame- 
ner l'équation  de  la  courbe  à  la  forme 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 


(  r)o3  ) 

p\  ij* ^  p'\  if"^  p"\  if  étant  déterminés  directement  en 
fonction  de  p  k^X.  q. 

Moyennant  des  valeurs  convenables  de/?  et  </,  l'ex- 
pression p'  —  q-  peut  représenter  tout  nombre  impair 
donné  ^  on  a  donc  ce  théorème  que  :  la  puissance  n^^^^*^ 
d!un  nombre  impair  .quelconque,  étant  multipliée 
par^j  est  la  somme  des  carrés  de  trois  nombres  entiers 
complexes^  que  Von  peut  déterminer  directement , 

En  particulier 

-f-[c>-h2(/>  — I)v'^]^ 

4-  4[ (2/^^  —  2/>  -f- 1)  —  2/?  {p  —  i) y/^J" 

[(2/?2_  2p^l)~h  ^p  {p  -^  l)  sl^lY' 


L'identité 


œ 


r.rH-1        X  —  I     / p       Vx-\-i       X  —  I    / 1 

[X  -\-\  X  —  I      / ~|^ 


en  y  désignant  par  x  un  nombre  entier  quelconque, 
exprime  une  proportion  plus  générale,  à  savoir  que  : 
tout  nombre  entier  est,  par  une  décomposition  directe, 
la  somme  des  carrés  de  trois  nombres  rationnels  com- 
plexes. 

On  peut  aussi  écrire 


[X-\-Z  X — z    , ~Y         \  x -\- Z         X—Z    I 1^ 

[X  — f—  z         X  —  z     I  I 

Nous  n'avons  pas  besoin  de  rappeler  que  l'on  entend 
fa.r  nombre  rationnel  cofnplexeV expression  a-h  b  y/ —  i , 


(  ^^^^  ) 

à  irienibre ,  il  nous  vient 


£=  K 


ou 


K 

La  valeur  du  second  membre,  ne  dépendant  que  d(? 
quantités  fixes,  est  constante.  De  plus,  la  valeur  de  cette 
constante  est  indépendante  de  la  vitesse  initiale  Vq,  Le 
théorème  est  donc  démontré. 

Nous  mettrons  cette  constante  sous  une  forme  qui  se 
rapprochera  plus  de  celle  que  nous  avons  obtenue,  dans 
le  cas  du  mouvement  descendant,  en  remarquant  que 


2cos^  ^le**       -^  e    ^ 


K 

4.  Résumé,  —  En  définitive,  lorsqu'un  point  pesant  s<3 
meut  verticalement  dans  un  milieu  résistant,  dans  uix 
sens  ou  dans  l'autre,  on  a 

e      ^'  +e»^"-=:C, 

la  constante  C  étant  indépendante  de  Vq, 
Posant,  d'une  manière  générale, 

e  ^'  =  E„ 
nous  écrirons  la  formule  précédente 


I 


E«-i 
Nous  avons  donc 


H-  E„  :=:  C. 


(  5*-^'  ) 

pliquée  en  M  au  triangle  ABC  dans  la  direction  de  MO 
le  sommet  A  s*appuie  sans  frottement  sur  le  mur  verti 


cal  VV,  c'est-à-dire  que  la  réaction  du  mur  donne  lieu 

à  une  force  normale  N,  appliquée  au  sommet  A. 

On  demande  de  trouver  les  positions  d'équilibre  du 

triangle  ABC. 

Tracé  graphique. 

Étant  donnés  un  point  (a,  a')  et  une  droite  (B,B'), 


a' 


'LS9-P. 


rV 


ia 


B 


dont  les  positions  sont  déterminées  comme  il  suit  : 

aa=:o™,02o,     a/?  =  o™,oo35,     P=:56®,3o, 
a/7'  =  o"%o5o,     az/zzz  o™,oi55,     Q  1=  60°, 


(  5.:i) 

*  Mener  par  le  point  (««')  une  droite  (XX')  perpen- 
laîre  à  la  droite  (BB')  et  faisant  avec  la"  ligne  de  terre 
mgle  cp  =  49°  ; 

^  Construire  la  plus  courte  distance  de  la  droite  (BB') 
e  la  droite  (XX'); 

'  Construire  sur  cette  plus  courte  distance  et  sur  les 
ç  droites  (BB'),  (XX')  un  parallélépipède  rectangle, 
t  les  côtés,  pris  respectivement  le  long  de  (BB')  et 
XX'),  aient  pour  longueurs  o™,  o3o  et  o",  o35. 
\emarque,  —  Le  problème  admet  plusieurs  solutions  -, 
ihoisira  celle  des  droites  (XX')  qui  est  la  moins  in- 
ée  sur  le  plan  horizontal,  et  pour  parallélépipède 
li  qui  est  le  plus  en  haut  et  à  gauche. 

nposition  d^ Arithmétique,  d* Algèbre  et  de  calcul 
de  Trigonométrie  rectiligne: 

°  Arithmétique,  —  Calculer  le  volume  qu'occupent 

*^^  en  pièces  d'argent  de  a*^*"  et  de  i^"^,  sachant  que  la 

site  de  l'argent  est  10,47,  et  que  celle  du  cuivre  est 

5.  , 

°  Algèbre,  —  Etant  données  l'équation  du  second 

ré 

7'  4-  (i  —  e^)x^  =z  a'(i  —  e*) 

s  laquelle  a  et  e  sont  des  constantes,  e  étant  plus  petit 
I,  et  aussi  les  deux  relations 

x:=.ae  -\-  rcosV, 
Y  ^=-  rûn  V, 

s  lesquelles  r  et  V  sont  deux  nouvelles  variables, 
rimer  le  plus  simplement  possible  r  en  fonction  de  V, 
éterminer  les  valeurs  de  V  pour  lesquelles  r  atteint 
valeurs  maxima  et  minima. 
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(  ^'l^  ) 

V.  Aucun  produit  1.3.3.7.9...  ^^  plusieurs  im- 
pairs consécutifs  n'est  égal  à  un  nombre  entier  élevé  à 
une  puissance  d'un  degré  supérieur  à  Tunité. 

VI.  Trouver  deux  nombres  entiers  consécutifs  dont 
la  somme  ou  la  différence  des  cubes  soit  égale  au  carré 
d'un  nombre  entier. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  1272 

(  voir  s*  série,  t.  XVII,  p.  288J  ; 

Par  un  ANONYME. 

Dans  un  tétraèdre  ABCD  dont  les  faces  sont  équwa- 
lentes  : 

1°  Les  faces  sont  égales; 

a**  Le  centre  de  gravité  du  tétraèdre  coïncide  ai^ec 
les  centres  des  sphères  inscrite  et  circonscrite,  et  d'une 
sphère  à  la  fois  tangente  aux  quatre  hauteurs  du 
tétraèdre  et  aux  perpendiculaires  menées  à  chaque 
jace  par  le  point  de  concours  de  ses  hauteurs. 

(COTTEREAU.) 

J'établirai  d'abord  le  lemme  suivant  : 

1.  Soient  XY,  X'Y'  deux  droites,  non  situées  dans 
un  même  plan,  et  PP leur  perpendiculaire  commune  (*). 
Si  l'on  prend  sur  l'une  de  ces  deux  droites,  par  exemple, 
sur  XY,  à  partir  du  point  P,  où  XY  est  rencontrée  par 
PF,  des  distances  égales  PA,  PB,  les  points  A,  B,  ainsi 

(')  Le  leclcur  est  prié  de  faire  la  figure. 


(  ^^>H)  ) 
d'intersection,  on  a 

S.ABC  =  i  (cTi  rs  —  7,  j?,) 

—  i [^i(mxi H-  P)  —  ^2 (^-^i -+■  P)]  =  ï P('^i  —  ^2)' 

X|  et  j^a  sont  les  racines  de  Téqualion 

(i  4-/w*)^'—  2(a  —  /np)j?  -h  p^  1=0, 
d'où 

a  —  m^±:  sJa^ —  {i^ —  lam^ 

x:=. 5 

I  -h  in^ 

et  par  suite 


^  — ; 5 ' 

en  donnant  au  radical' le  signe  de  ^. 

Egalant  à  zéro  la  dérivée  par  rapport  à  m,  on  a 

o    —  ~~"  —  O  * 


OU 

d'où 


(i-H7w2)2y/a2—  p2_2amp 
^a^m} —  2{à^ —  p*)/n  —  «p  =:  o, 


«2— |32±:i/a*-4-rt2  3'-+-p* 
3ap 

Pour  ni  =  o^  la  dérivée  étant  de  signe  contraire  à  p,  il 
faudra  prendre  le  signe  inférieur  ou  le  signe  supérieur, 
suivant  que  ^  sera  positif  ou  négatif. 

En  reportant  cette  valeur  de  m  dans  l'équation  de  la 
sécante,  on  a,  en  chassant  le  dénominateur, 

(^  — 3a)p2-4-3ap7— a2^=:±:irv/a*  +  a*p*-hp*. 

On  aura  l'équation  de  l'enveloppe,  en  éliminant  p  entre 
c^ette  équation  et  sa  dérivée  par  rapport  à  p, 

2ix  —  3^^  3  4-  oavm  -L.  ? 


(   Sao  ) 
ce  qui  conduit  à  T équation 

La  courbe  est  du  huitième  degré,  symétrique  par  rap 
port  à  Taxe  Cx.  L*orîgine  est  un  point  quadruple.  Mais  î 
faut  remarquer  que  Téquation  représente  non  seule 
ment  l'enveloppe  demandée,  mais  aussi  celle  de  laligni 
qui  correspond  à  la  valeur  de  m  qui  donnerait  pour  1 
surface  un  minimum  algébrique. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Brocard. 


Question  1343 

(voir  X*  série,  t. XVIII,  p.  144); 

Par  m.  MORET-BLANC. 

On  donne  un  triangle  ABC  et  un  point  P.  Soient  re^j^— 
pectivement  ol^  p,  v  les  points  oà  les  côtés  du  triang  ^^ 
rencontrent  les  droites  PA,  PB  et  PC.  On  suppose  q* 
les  droites  menées  par  les  points  o^  p  ef  y  perpendic 
lairement  aux  côtés  BC,  Ch.  et  AB  se  coupent  en  m^ri 
même  point  M.  Déterminer  :  i^  le  lieu  décrit  par  Le 
point  P  5  2°  /e  lieu  décrit  par  le  point  M. 

(Laguerre.) 

Prenons  le  triangle  ABC  pour  triangle  de  référen-crcî, 
et  soient 

a  =z:  G,       P  =  O,       7  =  0 

les  équations  des  côtés  BC,  CA,  AB;  celles  des  droitos 

PC,  PB,  PA,  qui  passent  par  un  même  point,  seront  de 

la  forme 

/  a%  —  ^[-i  =zi  o, 

(l)  <     6p  — 6'Y=zzO, 

(  CY  —  a7.z=^o. 
L'équation  de  la  perpendiculaire  à  AB,  au  point  où  Aï» 


(    321     ) 

est  rencontré  par  PC,  est  de  la  forme 

at  —  ôp-f-/iY  =  o. 

la  condition    pour   qu'elle  soît  perpendiculaire  à  AB 

(v  =  o)  est 

n  -h  b  ces  A  —  a  ces  B  =  o, 
d*où 

nzma  cosB  —  b  cosB, 

et  Téquatiou  de  cette  perpendiculaire  devient 

('  ai — ^pH-(acosB  —  6cosA)Yr:=o, 

de  même 

(b^ —  CY  H-  (/>  (îosC  —  ccosB)a  z=i  o, 
^  C'Y  —  aaH-(ccosA  —  acosC)p==:o 

sont  les  équations  des  deux  autres  perpendiculaires. 

La  condition  pour  que  ces  trois  droites  concourent  en 
un  môme  point  est 

a  — b  acosB — ^cosA 

(3)     ^cosC — ccosB  b  — c  ^=0. 

— a  c'cosA — acosC  c 

On  aura  l'équation  du  lieu  du  point  P  en  éliminant 

«,  J,  c  entre  cette  équation  et  les  équations  (i).  Celles- 

^-î  peuvent  s'écrire 

a b c 

I         I        I 
«        ?       Y 
Remplaçant,  dans  le  déterminant  (3),  «,  i,  c  parles 
i^jviantités  proportionnelles 

I     I     i 
a     p     V 

et  chassant  les  dénominateurs,  il  vient 

p  — a  pcosB  —  acosA 

VCosC— ?cosB  V  —  ?  -~o, 

—  Y  a  CCS  A — Y^^sC  a 


(4) 


(    5îî2    ) 

OU,  en  développant  et  réduisant, 

et}  sin*A(pcosB  —  ycosG) 

P'sin'B(YCOsG  —  acosA)  -i- Y*sî'^*C(acosA —  ^co 


Cette  équation  représente  une  cubique  passant  par 
trois  sommets  et  par  le  point  de  concours  des  hautes^   i 
du  triangle  ABC,  comme  on  pouvait  le  prévoir. 

On  obtiendra  Téquation  du  lieu  du  point  M  en  éli     ^ 
nant  a,  A,  c  entre  les  trois  équations  (2). 

Ces  équations  peuvent  s'écrire 

a(a  -h  Y  cosB)  =1  b{^  4-  ycosA), 
6(p  +  a  cosC)  =  c(y  +  acosB), 
c(y  -\-  p  cosA)  ==  a(a  -+-  p  cosG). 

Multipliant  ces  équations  membre  à  membre,  suppn- 
mant  le  facteur  abc  commun  aux  deux  membres  et  ré- 
duisant, il  vient 

(  a*  (  p  ces  B  —  Y  CCS  G  ) 

{      -f-  P*(ycosG  —  acosA)  -f-Y*(*cosA  —  pcosB)— 0. 

/ 

m 

Le  lieu  est  encore  une  cubique  passant  par  les  trois 
sommets  du  triangle  et  par  le  point  de  concours  des 
hauteurs. 

On  reconnaît  a  priori,  et  Ton  vérifie  sur  Téquation, 
que  le  lieu  du  point  M  passe  encore  par  les  centres  des 
cercles  circonscrit,  inscrit  et  ex-inscrits  au  triangle  ABC; 
les  points  correspondants  du  lieu  du  point  P  sont  le 
centre  de  gravité  du  triangle  et  les  points  dé  concours 
des  trois  droites  qui  joignent  chaque  sommet  au  point  de 
contact  sur  le  côté  opposé  du  cercle  inscrit,  et  de  chacun 
des  cercles  ex-inscrits. 

\ote.   —  La   même   question   a    été   résolue   par   MM.  Goffarl  cl 
Pisaiii. 


(  523  ) 
Quesiio/i  1373 

(Toir  %'  série,  l.  XX,  p.  383); 

Pa»  m.  n.  goffart. 

«ST,  d'un  point  O  d'une  circonférence  n  on  abaisse  des 
perpendiculaires  OM,  ON  à  deux  côtés  d'un  triangle 
inscrit,  la  projection  du  troisième  côté  sur  MN  sera 
égale  à  MN.  (Ernest  Cesaro.) 

Soient  ABC  le  triangle  inscrit,  et  OM,  ON  les  per- 
pendiculaires abaissées  d'un  point  O  de  la  circonférence 
sur  les  côtés  AB,  AC  respectivement  (*). 

Dans  le  triangle  OMN,  on  a 

MN       __      OM 
sinMON  ""sinONM' 

ou,  parce  que  MON  =  A,  et  ONM  =  OAM, 

MN  _      OM 

sinA        sinOAM 

Le  triangle  OMA  étant  rectangle  en  M, 

O^      =A0: 


sin  OAM 
donc 

MN 

-r-^=AO,     d'où     MN  =  AOsinA. 
sinA 

L'angle  aigu  formé  par  BC  et  MN  est  égal  à 
B— AMN  —  B— AON  =B— go^H- A-h  OAM  =900—  OB  A  {^)  : 

(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure.  Les  droites  BC,  MN  se 
rencontrent  en  un  point  P  qui  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abais- 
sée du  point  O  sur  BC. 

(')  Le  quadrilatère  OMBP  étant  inscriptiblc,  l'angle 

MPB  r=  MOB  =90"-  OBV. 


(  5M  ) 
îl  s'ensuit  que  la  projection  de  BC  sur  MN  est  égah 
BC  sinOBA.  Maïs  le  triangle  AOB  donne 


AO               AB            AB          BC. 
sinOBA        sinAOB        sinC        sinA 

donc 

BCsinOBA  — AOsinA, 

et  par  conséquent  la  projection  de  BC  sur  RIN  est  é^^;tl 
à  MN. 

A^ote.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Leblondf  et 
Vielle,  élèves  au  lycée  du  Havre,  et  par  M.  Fauquembergue,  qo/  a 
aussi  résolu  la  question  1345. 


Question  1374 

(Tolr  2*  »érl6,  t.  XX,  p.  384  ); 

Par  m.   N.   GOFFART. 

On  donne  le  plan  et  les  trois  angles  d'un  Iriangk 
ABC,  dont  le  sommet  A  est  fixe;  trouv^er  le  lieu  géomé- 
triijue  des  points  de  l'espace  d'oii  les  trois  côtés  sont 
vus  sous  des  angles  droits. 

On  suppose  t/ue  les  trois  angles  donnés  sont  aigus. 

Considérons  Tune  des  positions  ABC  du  triangle,  vi 
soient  AA',  BB',  CC  ses  trois  hauteurs  qui  se  reucon- 
trent  au  point  O.  Conservons  les  notations  habituelles, 
et  désignons  par  a,  3,  y  les  longueurs  OA,  OB,  OC. 

Par  lesjsoininets  A,  B,  C,  menons  respectîvemeDt  aux 
côtés  opposés  les  parallèles  IV^jAC,  A"BC^  B'^C  A''  :  ou 
obtient  un  triangle  A"W^C"  semblable  à  ABC,  dans  le 
rapport  de  similitude  2.  Si  donc  d  =  ir  est  le  dianièta* 
du   cercle   circonscrit  à   ABC,    ar/  est  le   diamètre  du 


(  5ft5  ) 

cercle  circonscrit  à  M'WL!',  Or,  dans  le  triangle  OAB^', 
rectangle  en  A,  on  a 

OAz=::OB'^cosB''OA, 
ou 

(i)  a  =:^/ CCS  A. 

On  a  deux  autres  relations  analogues^  en  sorte  que 

__    il    _ 

cosA       cosB       cosG 


7.  û  » 


relation  de  même  forme  que 

sinA        sinB        sinC 

et  d'où  Ton  tire  par  multiplication 

.f  ai     b^     cy     j 

smaA       sm2B       smaC 

puis  par  division 


a  .         ^ 


(5)  -tangAzz:  Ç  tangB  z::i -î- tangC  i=i  i. 

a  oc 

Décrivons  sur  les  trois  côtés  du  triangle  comme  dia- 
nèlre  trois  sphères,  qui  seront  chacune  le  lieu  d'où  Ton 
'oît  le  côté  correspondant  sous  l'angle  droit.  Elles  st^ 
îoupent  en  deux  points  symétriques  par  rapport  au  plan 
VBC  et  qui  se  projettent  en  O.  Soit  M  l'un  de  ces 
Joints.  Deux  des  sphères  se  coupent  suivant  une  circon- 
'érence  dans  le  plan  AMA',  dont  le  diamètre  est  A  A'. 
3onc 

OM*  =  OA.OA'  =  a(/i  ~  a)  zzz  rfcosA  (^-d  cosaV 

CM*  =:  d^  cos  A  (sin  B  sin  G  —  ces  A  ) 

=z  d'^cosA[sinB  sinC  -h  cos(B  -h  G)], 


(  5.<i  ) 

OU  eniin 

OM*  — ^/*ros.\cc)sHrosC  (»). 

Donc,  lorsque  le  triangle  tourne  autour  du  point  A  d^^^E^n 
le  plan  ABC  donné,  et  se  déforme  en  restant  seinbIal.^K]j] 
il  luî-inème,  le  rapport 

/OMy  _  rosBcosC 

\UK)   ~"       cosA 
reste  constant. 

Le  lieu  des  points  M  est  donc  un  cône  de  révolut        ion 

autour  de  la  perpendiculaire  en  A  au  plan  ABC,  e^^  la 

tangente  du  demi-angle  au  sommet  est 


v^. 


ros  A 


cosB  cosC 


Il  résulte  de  là  que  le  cône  n'existe  que  si  chacun,  des 
(tosinus  est  positif,  c'est-à-dire  que  si  les  trois  am^Je.^ 
donnés  sont  aigus. 

Aote.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Morct-Blanc 


QUESTIONS. 


1377.  Trouver  les  valeiu*s  des  intégrales 


1-^' 


et 

fix 


J  ^^-'  v" 


d7'-4-  J7* — X  —  2 


(S.  Realis.) 


(*)  On  aI)ivp;orait  ce  ralrnl  c-ii  observant  que  le  triangle  rectangle 
\M)K'  donne 

l>\'  -  OH  rosC  —  r/rosBrosC,    d'm'i    0\.0.V'  — ^posA  rosBrosC 

(G.) 


(  52-  ) 

1378.  L'équation 

dans  laquelle  a  et  P  sont  des  entiers  dîflër<!nts  de  zéro, 
n'a  pas  de  racine  entière.  (S.  Realis.) 

1379.  Les  trois  côlés  a^  b^  c  d'un  triangle  sont  expri- 
més par  des  nombres  entiers  en  progression  arithmé- 
tique \  et  si  Ton  ajoute  successivement  5o  et  6o  à  chacun 
de  ces  côtés,  le  rayon  du  cercle  inscrit  augmente,  respec- 
tivement, de  17  et  de  20  :  trouver  les  valeurs  des  côtés 
de  ce  triangle.  (  W.-A.  Whitworth,  m.  a.) 

(Extrait  du  journal  :  Ilie  educational  times,) 

1380.  Si,  par  les  points  de  contact  d'une  tangente 
commune  à  deux  circonférences  qui  se  coupent,  et  par 
un  de  leurs  points  d'intersection,  on  fait  passer  une  cir* 
conférence,  son  rayon  sera  moyeu  géométrique  entre  les 
rayons  des  deux  premiers  cercles. 

(DOMENICQ  MONTESANO.) 

1381.  On  donne  une  circonférence  et  deux  points  A, 
B,  extérieurs  à  cette  courbe.  Par  le  poiijt  B,  on  mène 
une  corde  quelconque  MN,  et  du  point  A  les  droites  AM, 
AN,  qui  coupent  respectivement  la  circonférence  en  P 
et  Q  5  démontrer  que  : 

!•  La  droite  PQ  rencontre  AB  en  un  point  qui  reste 
fixe,  lorsque  la  sécante  BMM  tourne  autour  du  point  B  ^ 

2^  Le  lieu  géométrique  du  point  d'intersection  des 
perpendiculaires  menées  aux  droites  AM,  AN  aux  points 
M,  N  est  une  droite  perpendiculaire  à  AB.        JC 

(DOMENICO    Mo»  TES  AN  O.) 


■i 


.-■^  >: 


■/^:     J*S. 


r  ; 


5^8  ) 


KECTIFICATiONS. 


1.  Une  erreur  s*est  glissée  dans  l'énoncé  de  la  question  1364;  voici 
comment  il  faut  le  rétablir  : 

1*"  Les  équations  réciproques  telles  que,  en  posant  x  -\ —  =  2t,  leurs 

transformées  soient  également  réciproques,  peuvent  se  mettre  sous 

la  forme 

F[{x  +  i)\{x-iy]  =  o, 

F  désignant  une  fonction  entière  et  homogène  de  {x  + 1)*  et  (  j?  —  i)*. 
On  suppose  que  l'équation  proposée  n'admet  pas  pour  racine  -f-i, 
ou  —  I. 

2"  Les  équations  réciproques  telles  que,  en  posant  x  ~î —  —  i,  leurs 

transformées  soient  également  réciproques^  peuvent  se  mettre  sous  la 
forme 

{x^-r-  X  H-  0" {x^—  X  -\- 1)"'  V[{x^-i-x-h  i)',  (a?»—  a?  4-  i)']  =  o, 

F  désignant  une  fonction  entière  et  homogène  des  quantités 

{x^-T- X -t-i^j  {x^— X -T- ly.  Pellkt. 

Les  deux  propositions  comprises  dans  ce  nouvel  énoncé  ont  été 
démontrées  dans  le  Bulletin  mensuel  de  l'Académie  de  Clermont 
(mars  i88i),  par  M.  Paut,  boursier  d'agrégation. 


2.  Question  1376,  page  48o  : 

aulieude^^T.K^  3C'-hR^^  /wez  - ,: R' ^^j— ^, . 

La  question  1376  se  trouve  dans  les  Théorèmes  et  problèmes  d 
Géométrie  élémentaire  de  M.  Catalan  (6*  édition,  p.  4Î7)' 

La  limite  de  la  somme  des  volumes  des  sphères  inscrites  au  c6r 

qui  a  été  déterminée  par  M.  Catalan,  conduit  immédiatement,  pc 

I  C'-f-3R* 

l'espace  laissé  vide  dans  le  cône,  à  l'expression  ^zR^,--^^      ^t 

diquée  par  M,  Dostor, 


{   ^29  ) 

SUR  LA  DÉTERNIMTIOK  DE  QUELQUES  INTÉGRALES 

INUÊFINIES^ 

Pah  m.  h.  resal. 


1.  La  racine  carrée  d'un  trinôme  du  second  degré 
peut  toujours  se  mettre  sous  Tune  des  trois  formes  sui- 
vantes : 

\Ji-\-œ'^^     \J\  —  x^,     sj  x^  —  I.- 

Cela  posé,  désignons  pary(a.)  une  fonction  quel- 
conque de  X, 

Î2.  Soient 

X=    ff{x)s/'Tr^'  dx,     Xiz=   /  -/^"^^    dx. 

J  J    \/i-h^''' 

On  a,  en  ayant  recours  à  la  méthode  d'intégration 
par  parties, 


^__     rf{x)dx        rx\f{x)dv 


=:Xi  + 

2 


-    /  -^7^=^---  =  X.  4-  fœf{x)  ds/i  -h  x^ , 
^=^Xx^  X  f  {x)  \J  i-^  x^—f  [f  {x)  -\-  X  f  {x)'\\J  i-{-  x'^  dx-, 

d'où 

(  I )     2X  =:  Xi  -h  oof{x)  \Ji-\-x^  —  fxf'{x)  v/î'+^  dx. 

Si  nous  posons 

Ca)  xf{x)=.^'{x), 

cette  équation  donne,  en  intégrant  encore  une  fois  par 
parties, 

yinn.  de  Mathemat.,  2"  série,  t,  XX.  (Décembre  i88i.)  S/f 


(5) 


(  53o  ) 

On  voit  ainsi  que  X dépend  de  Tintégrale  X| ,  et  d'une 
seconde  intégrale  de  même  nature  que  la  précédente. 

Exemples  : 

l^J{x)  =  I.  L'équation  (i)  donne  (*  ) 

(4)  \    «/  J   sji-¥x^ 

[  zn  log[x  -h  v/l  4-  d?']  -h  J7\/l  -h  J?*. 

Cette  méthode  est  plus  expéditive  que  celles  aux- 
quelles on  a  généralement  recours,  puisqu'elle  ne  fait 
dépendre  l'intégrale  X  que  d'une  autre  dont  on  trouve 
facilement  l'expression. 

1^  fi^x)  =  .r,  pour  mémoire,  car  on  voit  immédiate- 
ment que 

2  Çx\l\-\-  x^dxzi^-^  (i  -h^*)**,      /  • —  ^=L  v/i  -hd:*. 

•^  3  J  ^^^a,t        ^ 

3**y(a:)  =-  •  De  l'équation  (i)  on  déduit 


(«) 


^ dx  —    /  — 4-  yJv  -h  x'- 


En  posant 


y/i-K^=:  £/, 


(*)  En  posant  a;  =  tangO,  on  a 


r  dx         r  rfe  _      /        ^2        _     / 

;V^7Tï-^^Jcos6-y  co4_sin«^~V   7 


a  tang- 


,0 
—  tang'- 

2 


e  .   e         e 

I  H-  tang  -  sin  -  H-  cos- 

,  2        ,  2  2 

=  106— -  =  log-^— g 

I  —  tang-  cos sm- 

2  2*2 

=  ^Og        pQgQ        =   log(v'l -1-57^4-57). 


(  53.  ) 
011  trouve  successivement 


(6) 


/•    rf tt            I  ,       M  —  I       ,      /  s/ 1 
— n=  -  log  =^  log  (    -— 


Vl  H-^* —  I 
4-  ^*-+-  I 


4°  /^(-a^)  =  J^'^j   en  désignant  par  m  un  nombre  quel- 
conque. 

On  a,  d'après  la  formule  (i), 

2  fx"^  y  i -\-  x^  ax -=1   I  -■— 

J  sji- 


x^ 


4-  a?'"-^*  v^  I  -H  x^ —  mfx  '"  y'i-h  j?*  dx , 
d'où 

4-  ^'"-^*  ^i  H-  ^^ 

V  *  "^^ 

Mais  on  a 

I     ,  =-    /  •-; =fx"'-^ds/i-^x^y 

d'où,  en  intégrant  par  parties, 

"î?"*  d.7*  I i ' 

z  a?'»-*  /rr^*  —  (/^i — i)  /^'«-2  sfn^^  dx. 


J 


L'équation  (P)  devient  aussi 


((24-  rn)  fx'"'  v/i  4-  x^  dx 

(8)  -^        ^       s  

/       =  j?'»-i  (i  4-  x^Y  —  (m  —  i)  /a?'«-Vi  4-  ^*e/a7. 

Supposons  que  m  soit  un  nombre  pair  positif^  on  voit, 
<î 'après  cette  formule,  que  Ton  fera  dépendre 

fx"^  y/ 1  4-  ^  '  dx     de    fx^-^  sJi-\-x^  dxy 
fx"^-^  )Ji-\-x^  dx  de    fx"^-^  y/i  4-^*  û?^, 


y  07*  y/i  -\-  x'^  dx      de     f  sj^^  ^*  ^<^. 


(  53t>.  ) 

Or,  comme  nous  savons  déterminer  la  dernière  de  ces 
intégrales,  on  trouvera  sans  difficulté  l'expression  de  la 
première. 

Si  m  est  positif  et  impair,  on  voit,  en  opérant 
comme  ci-dessus,  que  Tintégrale  du  premier  membre  dc^ 
l'équation  (8)  ne  dépendra  finalement  que  de  la  sui- 
vante 

dont  l'expression  est  connue. 

Supposons  maintenant  que  ni  soit  un  nombre  entier 
négatif  et  posons  m  —  2  =  —  /î ;  la  formule  (8)  donne 

{n  —  i)fx-^  \/i  H-  a-"^  djT 

—  —  j?-»-^»  (1  +  j?«)  '  4-  (4  —  /i)  /jr<«-*)  v/TT^  djc; 

et  l'on  voit  que,  selon  que  n  sera  pair  ou  impair,  on  sera 
conduit  finalement  à 

f\/i-\-.x^djr     ou        / dx, 

intégrales  que  nous  savons  déterminer. 

D'après  ce   qui  précède,  on  voit  que,  si    m  est  ur 
nombre  entier  positif  ou  négatif,  l'intégrale  du  premie 
membre  de  l'équation  (7)  s'obtiendra  sans  difficulté 

3.  Soient 


dj'. 
On  a 


d'où 
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équation  ideutique   à  l'équatioa  (i),  à  la  couditiou  de 
remplacer,  sous  le  radical,  dans  cette  dernière,  H- x" 


par  —  x^. 


Exemples  : 

i«»  ^ïx)  =  i .  La  formule  (9)  donne 


(10)  2yVi  —  jc'^djc^=:  arc  sln a;  -hjc\/i  —  J7*. 

2"  f(^x)  =  x(pour  mémoire).  On  a 

J    \^-  —  ^'* 
^"  y  (•^)  =  ~  '  ^**  ^'  d*après  la  formule  (9), 

Si  nous  posons 

\Ji  —  ^*  =  w, 
nous  aurons 


I  —  x^. 


(12) 


J  x\Ji  —  x'^        '^  J   x^  y^i  —  x^ 
.  1 

]        r  du     I,    (i  — /^)    ,    /i — i/i — .^jA" 

f  n^ —   /   rizi-los:  =  lo2l    ^ I    , 


par  suite 


4^  J'[x)  =  a:"*.  Lorsque  m  est  un  nombre  entier  po- 
sitif et  négatif,  le  mode  de  réduction  des  intégrales  in- 
diqué à  la  tin  du  numéro  précédent  est  applicable  iciy  et 
nous  n'avons  pas  à  insister  sur  ce  point. 
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4.  Soit 

X  =//(^)  v/F37  dx,    X,  =  f4^L  dx. 

J   \Jx^—  I 

Nous  avons 

X=-ff0f^f^lJ^  =  -X.^fxAx)ci, 

=  —  X,^xf{x)s/x^'^—f[f(x)+œf\œ)'\>J^^'^^d 
d'où 


(i4) 


(i3)         2X=:— XjH-x/(a?)v/^*^  — /^/(a:)v^^*—  idœ 

Exemples  : 

1°  f[x)  ==  I.  L'équation  (i3)  donne 

2  y*  ^^r' —  i  dx=L  —  /  ^-^==r 

-\-  X sjx^  —  I  = —  log(a? —  ^x^  —  *  )  ~t"  ''^  ^x^' 
7?  f{x)  =  x{  pour  mémoire  ) .  On  a 

(  r  5  )        2  fx  \lx^ —  I  (id?  =  77  V^J?*^  —  I ,      /  -;=  =  sjx'^  - 
3®y(a:)=  -•  La  formule  (i3)  donne 

Q    f^ZEldx  =  -f—^^sl^^^^^    Ç"^ 

J         ^  J    xslx^—i  J 


(M  En  posant  x  =  -r— 77»  on  a 

2 


/'    dx     _  /•  rfa? 


rfa?  I    cos^  8 


or   _ 


e       ,      (i  — r.os6)       ,      / 
logtang-^:  log -^r^ =  logU— < 
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d'où 


s/a:^  —  I    ,  /"       dœ 

^  J   X  sjœ^  —  I 

En  posant  a:=  -r— t>  on  reconnaît  facilement  que  Tîn- 

tégrale  du  second  membre  de  cette  équation,  prise  avec 
son  signe,  a  pour  valeur  0.  On  a  donc 

dx  =r=  arc  sin  — h  s/x'^  —  i . 

X  X         ^ 

4*^  L'intégrale 

y  x"^  \Jx^  —  I  dx, 

dans  laquelle  m  est  un  nombre  entier  positif  ou  négatif, 
se  réduira  en  suivant  la  marche  indiquée  à  la  fin  du  n^  2. 

5.  Nous  allons  maintenant  cbercher  à  exprimer,  au 
moyen  de  transcendantes  connues,  les  intégrales  des  ra- 
cines carrées  des  fonctions  trigono métriques.  Il  est  évi- 
dent que,  dans  tous  les  cas,  on  est  ramené  à  considérer 
les  trois  intégrales  suivantes  : 

les  deux  premières  supposant  des  limites  comprises  entre 

zéro  et  tt,  et  la  troisième  entre  zéro  et  -• 

^  2 

6.  Si  nous  posons  ûnx  =  cos^ô,  nous  avons 

^  /-; —   ,                    /*cos2  0sin6(ie  r   cos^erfe 

/  v/  sin  X  dx  m  —  2    /  =:  —  2  /  -— 

J    s/i-cos*6  J  v/ï 


=  2 


Tv^i-f-cos^et/Ô  -+-    /  -7= 


cos^e 

d^ 


\Ji  H-  cos^6/ 
et  enfin 

f  sjsvïïx  dx^rz^l  --=    I  =r-r  —  s/'î   I  Ji  —  i  sin^  6  ^0  ) 

Vv/^J  \/i-isin«e     ^  J  ^      -  ; 

On  est  ainsi  ramené  à  deux  intégrales  elliptiques  qui 
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sont  respectivement  de  la  première  et  de  la   seconde 
espèce. 

7.   En  continuant  à  poser  sino:  =  cos-6,  nous  avons 
J  y  sin.r ^  ^*  "~        \l  ^  ,  _cos*e  ~~^J  ^ 


-cos^e 

ou 

(i8) 


I     1  /   -; fl^V  ---  —  V"2     /  - 


sin2  ê  ' 


ce  qui  est  une  intégrale  elliptique  de  la  première  espèce. 
En  retranchant  Tune   de  Tautre  les  équations   (17) 
et  (18),  on  trouve 

8.   Considérons  maintenant  l'intégrale 

\-=i  f  \i  tang  J?  dx, , 
Eu  posant 

laiig^-  =:=  tang*6, 

on  trouve  facilement 

/* sin^O^/O         _        /'         sin^e^/e 

J  sin^O -4- cos^B         \/  1 — 2sin*6cos*6 
r        sin^ôr/e  /"_     sin^Or/O 

J   I  —  \'2sinOcos6       J   1 -h  v/2  sin6  cosB 


1      /»             f'/tan^i) 
f    (  tangO î=  ) 

r 

I      I  -^tançr 

/     /langO-i-- 


sin6  cosO 
os26^  I     rros26<^ 

sin2Ô 

V  2  v/2 

f'/taimO 


=  i  / ..i'^ +  i  /  — ^ 

'^  J    I  —  y2sin6cos6        ^^    i  h- y  2  si 

1  /•  cos2  6^  I     r 

2  J  siii2  6        2  J 


I 
2 


sin2  0 


2:0  12,  i/2 

-f-  Vl'»ï^ 


I  4       ^  sin^O 

I-T--7::r- 


•À 
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.  enfin 


v'' 


V'tangj?  dôc  =  --:  [arc  tang  (y/2  taiigô  —  1)  | 
;o)        •  -h  arc  tang  (y/2  tan  g  6  4- ij 


,  i/2  —  sin  2  ô  \  2  v^2 

-h  lor 


'g 


^,y/2  H-  sin2Ô,^ 


THÉORIE  DES  POINTS  SINGULIERS  D4^S  LES  COURBES 

ALGÉBRIQUES  (  '  )  ; 

Par  m.  Gii.  BIEHLER. 


11. 

6.  Désignons  par  a  le  coefficient  angulaire  de  la  di- 
ction considérée  et  soity  =  ax-h  -r  une   parallèle   à 

tte  direction*,  formons  le  faisceau  des  droites  qui  joi- 
lent  Torigine  aux  points  de  rencontre  de  cette  droite 
ce  la  courbe;  il  suffira,  pour  obtenir  Téquatiou  du 
isceau,  d'éliminer  z  entï*e  les  équations 

-f-;;'«-yi(j7,r)H-^'yo  =  o, 

L  obtient  ainsi  Inéquation 

/m(^,r)-+-X(7  — aj7)/,„_i(j?,j) 


(*)  Voir  même  Tome,  p.  97  et  4^*9. 


et  sî  l'on  pos(î 


-") 


m 


«^o; 


J\  — 


r 


œ 


ou. 


dans 


réquatiou  (3)  prendra  la  forme 
OU  bien 


(5) 


1 .4  //»  • 

-4-x^l  <p,,_,(rt)  +  ^o;,_,(a)-4-. .  .-^^^^^^  ^^Siî'«  |- 

Celte  équation  a  la  même  forme  que  Téquation  (  5  )  du 
paragraphe  précédent,  où  Ton  a  supposé  que  la  dîrec-       ^ 
tîon  des  points  à  l'infini  est  celle  de  l'axe  des  j^;  elle      '^' 

n'en  diffère  qu'en  ce  que  les  quantités  ç^p(o)  sont  rem- ' 

placées  dans  la  première  par  les  quantités  correspon- " 

dantes  cp^J^^(a). 

La  discussion  de  cette  nouvelle  équation  (5)  est  doncr^:^^^* 
identique  à  celle  que  nous  avons  déjà  faite,  et  les  figures^^s 
nouvelles  ne  diffèrent  de  celles  qui  ont  été  précédemment^^  ^ 
obtenues  qu'en  ce  qu'elles  présentent,  par  rapport  à  I< 
droite  y  =  ax^  la  disposition  que  les  premières  préseï 
tent  par  rapporta  l'axe  desj*;  il  est  donc  superflu  d'; 
revenir. 


7.  Nous  allons,  en  terminant,  faire  une  remarque  sizzi^ir 
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les  valeurs  approchées  des  racines  qui  nous  ont  permis 
de  construire  les  branches  paraboliques.  La  première  de 
ces  valeurs  est  fournie  par  la  formule  (8),  savoir 

ou 

t 
-r-^^mio)  -H  Xcp„,_i  (o)  =r  o; 


dans  cette  formule 


7  ^ 


en  substituant  ces  valeurs,  il  vient 

(«)  —  ?m(0)  -hyo,n-i{o)  =  O. 

1  A 

La  formule  (8)  représente  dans  un  système  parti- 
culier de  coordonnées  une  parabole  du  second  degré,  car 
la  formule  {a)  représente  la  même  courbe  en  coordon- 
nées cartésiennes  ^  remarquons  encore  que  le  groupe 
de  termes 


8 


û^       If 


existe  dans  l'équation  de  la  courbe  proposée,  car 


or 


par  suite, 

fm  (-^^  r)  —  j"'  cp,„(o)  -h  j'«-i^  cp;,,(o) 

lo.  ml 


(  -yio  ) 

les  quantités 

sont  donc  les  coefficients  de  la  fonction   homogène  de 
degré  m,  fm{x,j). 
On  a  de  même 

-r7"^-2^cp„,  _,(o  )  -t- .  .  .  +-  X'"'  -•  o<;«l{>(o  i; 
par  suite,  ce  sont  les  deux  termes 

qui  fournissent,  quand  on  égale  leur  somme  à  zéro,  Té- 
quation  de  la  parabole  du  second  degré  que  Ton  peut 
considérer  comme  asymptotique  de  la  courbe  dans  la  di- 
rection de  Taxe  des  j  ;  ce  sont  donc  les  deux  seuls  termes 
précédents  qui  déterminent  la  forme  de  la  courbe  à  Tin- 
tini  dans  la  direction  considérée. 

Les  autres  valeurs  approchées  des  racines  donnent 
lieu  à  des  remarques  semblables.  Dans  ^sl  Jig.  2,  les 
points  à  Fintini  dans  la  direction  de  Taxe  desj''  sont 
fournis  par  la  parabole  [o^oiV  la  formule  (9)] 

obtenue  au  moyen  des  termes 

(J  . 

de  Téquation  proposée. 

Dans  Xdijig.  3,  c'est  la  parabole 

qui  nous  donne  la  formule  de  la  courbe  \  elle  est  obtenu,  o 
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en  prenant  dans  Téquation  de  la  courbe  les  termes 

I  2  O  • 

he&  fig,  4  et  5  sont  fournies  par  les  paraboles 

.r*  =  Tq  X  y    .r-  :=:  Tq  x  >', 
dont  Tëquation 

(^*  —  To  X  7)  (^2  —  M  r)  =  o 
est  donnée  par  le  groupe 


y/n- 


l!>. 


qui  figure  dans  l'équation  proposée,  et  ainsi  des  autres. 

La  méthode  que  nous  avons  développée  a  donc  pour 
eSet  de  nous  donner  le  groupe  des  termes  de  l'équation 
proposée,  qui  déterminent  la  forme  de  la  courbe  à  Tin- 
tini,  quand  il  existe  des  branches  paraboliques  dans  la 
direction  de  Taxe  des  y. 

Quand  la  direction  est  autre  que  celle  de  l'un  des  axes 
de  coordonnées,  c'est  à  l'équation  (  5  )  du  §  II  qu'il  faut 
appliquer  ce  que  nous  venons  de  dire  de  l'équation  de 
la  courbe,  après  avoir  substitué  toutefois  aux  variables  t 
et  X,  qui  y  figurent,  leurs  valeurs  en  j?  et  j^  données 
par  les  formules 

a  -rz:  f,       A  (  1'  —  r/  .7-  )  =  I . 

Ce  que  nous  venons  de  dire  des  branches  paraboliques 
s'applique  également  aux  branches  hyperboliques  qui 
accompagnent  les  asymptotes,  et  aux  branches  de  courbes 
C|ui  se  croisent  en  un  point  situé  à  distance  finie,  dont 
la  construction  a  été  étudiée  dans  la  première  Partie. 

On  peut  donc  dire,   d'une  manière  générale,  que  la 
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car  le  terme  "k^y*  est  iufiniment  petit  devant  chacun  des 
terme  6y  et  —  X^  et  le  terme  —  S'kj^^  est  infiniment  petit 
devant  6y, 

Pour  des  valeurs  positives  et  négatives  de  \  y  est  po- 


%  /' 


M     M 
A'      \(       A 


ay 


0 


N' 


P* 


./' 


Ç>' 


sitif,  par  suite  la  courbe  affecte  autour  de  Torigine  la 
forme  de  MOM' (/g-.  9). 

6j  —  X*  =:  O 

est  l'équation  de  la  courbe  auxiliaire,   qui  devient   en 
coordonnées  rectilignes 


6  y'  —  .r' 


G. 


On  voit  qu'elle  est  formée  en  égalant  à  zéro  le  groupe 
des  termes  6j^^  —  x-  de  l'équation  proposée. 

2^  Construisons  en  second  lieu  la  courbe  autour  de 
Ses  asymptotes.  Il  n'y  a  qu'une  seule  direction  asympto- 
tique,  qui  est  celle  de  l'axe  desj^^  l'équation  de  la  courbe 
pouvant  s'écrire 


oxy''  -\-  &y^  -h  x^  —  x^ 


G, 


on  voit  que  l'axe  des j)^  est  asymptote.  Coupons  la  courbe 
par  des  parallèles  à  l'asymptote,  à  savoir  par  x=  e,  et 
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posons  j=  75  il  viendra 

—  5£  4- 63 -h^*  (£*   — £*)3z:o; 

cette  équation,  pour  de  petites  valeurs  de  z  et  de  e,  se 
réduit  évidemment  à 

Pour  des  valeurs  positives  de  e,  z  et  par  suîtej^  sont 
positifs;  pour  des  valeurs  négatives  de  t^y  est  négatif; 
on  obtient  donc  les  branches j^]V,j^']N'  [fig*  9).  L'é- 
quation 

—  5s  -h  65  =  o 

est  celle  de  la  courbe  auxiliaire;  en  remplaçante  et  z 

par  leur  valeur 

I 

;r  =  £,      z-=z  —y 

y 
elle  devient 

—  5j:*^' -I- 6  =:o: 

c'est  l'équation  d'une  hyperbole  :  on  l'obtient  en  éga- 
lant à  zéro  le  groupe  des  termes  —  ^xy"*  -f-  6j'  de  l'é- 
quation proposée. 

3**  Cherchons  maintenant  les  branches  paraboliques 
dans  la  direction  de  l'axe  des  y.  Coupons  la  courbe  par 

la  droite  x=  Y  et  formons  l'équation  du   faisceau  des 

rayons  qui  joignent  l'origine  aux  points  de  rencontre  de  c 
la  droite  et  de  la  pourbe;  il  faut  pour  cela  éliminer  z^ 
entre  les  équations 

./  '■•     -  T)  z.ry'*  4-  ()  z^  y^  —  z*:r^  =r  o, 


A 


ce  qui  donne 
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Posons  maintenant  x^=^tj\  cette  équation  deviendra  une 
équation  entre  t  et  \  savoir  : 

qui,  pour  de  petites  valeurs  de  t  et  de  X,  se  réduit  à 

^*  — 5X=:o. 

\  ne  peut  recevoir  que  des  valeurs  positives  pour  que  t 
soît  réel,  et  à  chaque  valeur  de  \  correspondent  deux 
valeurs  de  U  de  signes  contraires  \  on  obtient  ainsi  les 
branches  PQ,  FQ'  (/%.  9).  L'équation  t^  —  5).=  o  re- 
présente l'équation  de  «J a  parabole  auxiliaire^  elle  de- 
vient en  coordonnées  rectil ignés 

œ^  —  ^y^  =  o, 

et  se  tire  de  Téquation  proposée  en  égalant  à  zéro  le 
groupe  formé  par  ses  deux  premiers  termes 

Si  l'on  remarque  que  la  courbe  rencontre  l'axe  des  x 
aux  points  o:  =  dz  i ,  et  qu'elle  ne  rencontre  l'axe  des  y 


qu'à  l'origine  et  à  l'infini  ;  que  si  de  plus  on  coupe  la 
courbe  par  la  droite  .r  =  7^  et  si  l'on  remarque  que  l'é- 

Ann.  deMathémnt.^  u*' série,  t.  XX.  (Décembre  1881.)        35 


\ 
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Texistence  et  la  déterminatioa  exacte  des  non-solutions 
que  Ton  rencontre  dans  l'application  des  règles  les  plus 
élémentaires  relatives  à  la  théorie  de  Télimination  ; 
j'indiquerai  en  outre  un  moyen,  non  encore  remarqué, 
d'obtenir,  en  même  temps  que  l'équation  du  lieu,  les 
coordonnées  des  points  multiples  de  ce  lieu. 

II.  —  Premier  problème. 

Problème.  —  Eliminer  ol  entre  les  équations 

.   .  )  A(a7,j,a)  =  o,  (i) 

/   B(a7,7,a)=:o,  (2) 

supposées  respectivement  d'ordres  m^  n  par  rapport  à 
ce  paramètre,  et  déterminer  les  points  multiples  du 
lieu  défini  par  ces  mêmes  équations. 

Solution,  —  Ordonnons  ces  équations  par  rapport 
^U  paramètre  a^  on  aura 

^.^       .  -h  A3(^,jK)a'«-2-f-A,(j?,j)a'«--3 -+-... =.0,1^    ^ 

+  B3(j7,j)a^-2  -hB4(a;,j)a«-3  -f-...  =  o.  p 

Supposons  d'abord  que  les  exposants  m  et  n  soient 
inégaux  ^  supposons,  par  exemple,  que 

m  =1/1-1-3;  (5) 

le  système  (a')  pourra  s'écrire 

A  =  Al  (^,  7)a«a3  -H  A2(:r,  y)oi.''^'  H-  A3(^,  j)a«-+-i 
fA  H-A4(^,7)a«-h...=:o, 

^._-[Ba(^,/)«^>-^-f-B3(^,7)a»-^-4-B4(a;,j)a^-3-H...] 

B^(a:,j) 

Substituons  à  la  relation  (6)  la  relation  obtenue  en 


(6) 


(7) 
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remplaça  ni,  dans  le  premier  terme  de  oette  ëqnatlon, 
x**  par  sa  valeur  ^  :  on  aura^  après  a^oir  chassé  les 
dénominateurs,  un  système  de  la  forme 

C --C,  ^«r.  r  j2"2- —  C./'x.  l'a"-' — C,ij-,  l'^x»  i       ._     '• 

qui  se  composera  évidemment  du  système  (a")  plus  du 
système  étranger  défini  par 

IBj.r,  l'ja"   * -r- Bj(x,  1)2"-*  I  ,    , 

(  I  o) 
T-B.(.r,  v)a'»-»4-...  =  o,   »  ' 

B,rx,r)i=zo,  (il) 

en  sorte  que  (b)  représentera  non  seulement  le  lieu 
proposé  (a;,  mais  encore  la  courbe  étrangère,  comptée, 
en  général,  n  —  i  fois  (  *  ),  ayant  pour  équation 

B,(^,V)-=0(').  (12) 

Cette  introduction  d'une  courbe  étrangère   rend  le= 

système  (Jj)  plus  facile  à  résoudre  que  le  système  (a^)c 

puisque  ré(|uation  (6)  se  trouve  remplacée  par  l'équa 
lion  (8),  qui  est  de  degré  moindre  d'une  unité  par  rap —    - 
port  au  paramètre  à  éliminer  a. 

Substituons  encore  à  Téquation  (8)  Téquation  obte    =-- 
nue  en  remplaçant,  dans  le  premier  terme  de  cette  r< 


(*)  II  correspond,  en  effet,  si  le  terme  B^{x^y)  n'est  pas  nul,  n 


valeurs  du  paramètre  a  pour  chaque  point  (x^y)  de  cette  courbe.     — 
Voir  la  Note  sur  les  points  multiples  qui  termine  le  présent  paK-a- 
graphe. 

(')  Il  est  très  important  d'observer  que,  dans  le  cas  particulier  où 
l'on  a  A,  {Xjy)  =  B,  (a:,^),on  n'introduit  pas  de  lieu  étranger  siron 
a  soin,  après  la  substitution  de  (9)  dans  le  premier  terme  de  (8),  de 
diviser  par  B,  {x^y)  le  numérateur  et  le  dénominateur. du  coefficient 
^-inier  terme.  On   n'introduit  pas  non  plus  de  lieu  étranger 
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lation,  a"   par  sa   valeur  (9)^  on  aura,    après    avoir 
chassé  les  dénominateurs,  un  système  de  la  forme 

]  +D4(^,7)a«-«4-...  =  o,  S 

\.      ~-[B,(^,.r)a^'-»-hB3(^,r)a--^  +  B,(^,r)a^-^+...]  ,,,, 

I  ot«nz — — ÎVI4; 

qui   se   composera    du  système   (b)   plus    du    système 
étranger  défiui  par  (c). 

Substituant  enfin  à  l'équation  (i3)  l'équation  obtenue 
en  remplaçant,  dans  le  premier  terme  de  cette  relation, 
a"  par  sa  valeur  (14)9  ou.  aura,  après  avoir  chassé  les 
dénominateurs,  un  système  de  la  forme; 

/Er=:E,(a:,j)a«-+-E2(^,j)a«-î  ) 

]  -hE3(^-,r)a«-2-+.E4(^,7)a«-3_^...=:o,  1^     ^ 

qui    se   composera    du    système   (d)    plus   du  système 
étranger  déiini  par  (c). 

Les  trois  substitutions  des  systèmes  (i),  (rf),  (e)  au 
système  (a')  suffisent  évidemment  pour  établir  ce  théo- 
i*èine  : 

Théor£:me  I.  —  Quels  que  soient  les  exposants  ni  et 
n  du  paramètre  cl,  on  peut  toujours,  sauf  à  introduire 
des  solutions  étrangères  parfaitement  définies,  substi- 
tuer au  système  [a')  un  système  de  la  forme  (e)  dans 
lequel  les  plus  hauts  exposants  de  cl  sont  égaux  dans 
les  deux  équations. 

Cela  fait,  Téquation  (i6)  pouvant  s'écrire  sous  la 
forme  (14)7  substituons  à  la  relation  (i5)  la  relation  ob- 
tenue en  remplaçant  dans  le  premier  terme  de  cette 
équation   a"  par   sa  valeur  ^i/î  )i.  on   aiira^  ajirès^  ajvçir 


«/«#xr      f 


chassé  les  deDomina leurs,  le  STStème 

m 

i  F.x,v,ï.=o,  (17) 

{  B  =  o.  (18) 

qaî  se  compose  évideDiment  da  sysCème  (e),  plus  du 
svstème  étranger  déiinî  par 

,^,  i  B,=  o.  (,9) 

'    B=:o.  (20) 


cesl-a-dire 


par 


j  B,(j.v;=ro,  (21) 

en  sorte  que  f  représentera  non  senlement  le  lieu  (e), 
mais  encore  la  courbe  étrangère,  comptée^  en  général, 
n^-^i  fois,  avant  pour  équation 

B,j-r.v)=io.  (28) 

Cette  introduction  d'un  Heu  étranger  rend  encore  le 
système    /" ,  qui  est  de  la  forme 

.  F  =:  F.  (  jr.  VI  a--'  —  Fi'  X.  V  )  x*-*  I  /  /\ 

\  ^  F,    r,  V    2'-^  —  F,i  X.  v)  X— *  -i-.  .  .rzz  o,  l  ^^"*^ 

j  B  =1  B,   .T.  1    i^  —  Bj    r.  *  '.  1^-»  ) 


plus  facile  à  résoudre  qu**  le  sTstème  (e),  puisque 
Tt^piation  i5  se  lrou\e  remplacée  par  Féquation  (24)? 
qui  est  de  degrt^  moindre  diinr  uniié  par  rapport  au 
paramètre  à  éliminer  a.  De  la  ce  théorème  : 

Théof.ème  II.  —  Quel  ^uesoit  l'exposant  n  dans  la 
fieiureo:i<iî:oT3s   e  ^  on  peut  toujours,  sauf  à  introduir(s=^ 
drs  solutions  étrangères  parfaitement  définies,  substi- 
tuer à  ce  système  un  sjistème  de  la /orme  (i)  dans^-^ 
Injuel  r exposant  «  x  '^  est  dùninué  d'une  unité  dans  funt 
des  é^Mtations. 
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L'application  du  théorème  I  au  système  (i)  perm.et- 
tant  d'abaisser  d'une  unité  l'exposant  de  a  dans  l'équa- 
tion (aS),  il  est  manifeste  que  Papplication  successive 
des  théorèmes  I  et  II  suffira,  sauf,  redisons-le,  à  intro- 
duire des  solutions  étrangères  parfaitement  définies, 
pour  pouvoir  substituer  au  système  proposé, (a')  un 
système  de  la  forme 

I  G=iG,(j7,j)a-i-G2(ar,7)  =  o,  (26) 

^^^   ^H=:H,(a',r)a^-i'H2(x,7)a4-H,(^,^)z=o,    (27) 

que  l'on  remplacera  par 

.  (       Gi(j:,.r)a4-Gj(a7,r)  — o,  (29) 

^    ^  (  H,G=>-H,GiG2  4-H3Gî:zz:o.  (3o) 

En  débarrassant  l'équation  (3o)  des  facteurs  étrangers 
(préalablement  connus),  on  aura  finalement  le  système 

^  1  K{x,y)  =  o,  (32) 

qui  sera  équivalent  au  système  proposé  («')  :  l'équation 
(Sa)  sera  l'équation  cherchée. 

Nota,  —  11  est  évident  (puisqu'il  suffirait  de  se  le 
donner  tel  a  priori)  que  le  système  final  (/)  peut  se 
présenter  sous  la  forme  • 

l  J(^,7,  a)==o,  (33) 

^^^  (     K(.r,j):=:o,  (34> 

le  plus  haut  exposant  de  a  étant,  dans  l'équation  (33),. 
supérieur  à  l'unité. 

Points  multiples  (  '  ).  —  D'après  le  système  [(  26)  et 


(*  )  II  s'agit,  bien  entendu,  des  points  multiples  de  la  première  classe. 
—  Voir  notre  Mémoire  Historique  et  développement  d'une  méthode 
pour  déterminer  les  singularités  ordinaires  d'un  lieu  géométrique 
défini  par  k  équations. 
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(^7)]î  '®^  points  communs  aux  deux  courbes  représen- 
tées par 

Gi(^,7)  =  o,     Gi{x,y)z=zo  (35) 

sont  des  points  multiples  du  lieu  défini  par  ce  système  : 
il  correspond,  en  eflet,  à  chacun  de  ces  points  deux 
valeurs  de  a  qui  sont  racines  de  Téquation  (ay).  Pour 
obtenir  séparément  les  points  multiples  du  Heu  proposé 
(a'),  il  suffira  de  défalquer  les  points  multiples  résul- 
tant de  l'introduction  des  courbes  étrangères.  Ajoutons, 
au  sujet  de  ces  courbes  étrangères,  que  la  détermina- 
tion de  leur  degré  de  multiplicité,  comme  celle  d'ailleurs 
des  points  multiples,  suppose  connue  la  connaissance  de 
la  forme  du  système  final  (/).  Dans  ce  qui  précède,  nous 
avons  essentiellement  supposé  que  Téquation  (3i)  de  ce 
système  final  contenait  seulement  au  premier  degré  le 
paramètre  a. 

m.  —  Applicatiok  du  premier  problême. 

Afin  de  mieux  préciser  les  considérations  piiécéden- 
tes,  nous  allons  les  développer  à  nouveau  sur  un  cas 
particulier,  celui  où  le  lieu  est  défini  par  les  équations 


A  =  Al  (  J7,  j)  a^ -I- Ao  (^,  7)  a« 
.g.  ,  H-A3(.r,j)a-HAv(j?,7)=:o, 

H-B3(^,7)a-hB4(^,y)  =  o.   \ 


(36) 


(37) 


Substituons  à  ce  système  le  système 

(  M  =  o,  (38) 

^^'^  U  =  o,  (39) 

obtenu  en  écrivant  Téquation  (36)  sous  la  forme 

.-  A^a^-f- Aga-i- Av 
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et  en  substituant  cette  valeur  de  a*  dans  le  premier  terme 
de  (37);  on  a  introduit  ainsi  le  lieu  étranger  défini  par 

,c  .  l  Ai(jr,7)r=o,  (4o) 

(        A  =  o,  (4i) 

c'est-à-dire  par 

.g.        (  Ai(a:,7)=:0,  (42) 

1  A2(a7,7)a2  4-A3(^,j)a-+-A^(a7,7)=:o,         (43) 

ce  qui  représente  deux  fois  la  courbe  ayant  pour  équa- 
tion 

Ai(^,7)  =  o.  (/i4) 

Cela  fait,  le  système  (S2)  pouvant  s'écrire 
(  a(A,B3~A3B,)  +  A,B,-A,B^ 

(  Aja^-i- Aga^-h  A3a-hA4=:o,  (46) 

substituons-lui  le  système 

a(A,B3  — A.,B,)-f-A,B4-A4B, 


a2 


A^B^-AjB^ 


(47) 


(Se)  1      .      a(A,B3-A3B,)  +  A^B,-A,B.  ) 

A^B.-A^B^  (48) 

'^  H-Aja^H- A3a4-A4  =  0,      / 

obtenu  en  écrivant  le  premier  terme  de  (46)  sous  la 
forme  A|  a^  x  a  et  remplaçant  (x?  par  sa  valeur  (45).  On 
a  introduit  de  la  sorte  le  lieu  étranger  défini  par 

g  .         I  a(AiB3--A3B,)-hA,B4-A,Biz=o,  (49) 

^   '^        I  A2B,-A,B2=o,  (5o) 

c'est-à-dire  une  fois  la  courbe  ayant  pour  équation 

A2('3^,j)Bi(^,r)  — Ai(j^-,  v)Bj(j7,  r)=::o.      (5i) 
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En  «fl<M:tiuul  lec  calculs,  le  système  (S«)  s'écrit  : 

;'  C  =  (.\,B,  -  A,  B,)a'  -î-  a(A,B,  -  A,  B,)  / 

\  -i-A,B,-A,B,  =  o,i^^'^ 

(S.)  \  D  =  [A,(A,B,-A,B,)-^A,(A,B,-A,B,)]a»         \ 

-i-  [A,(A,Bt-A^B,)^-A,(A,B,-A,B,)]a  (53) 

-T-AUA,B,-A,B,)  =  o;l 

sokstituons-Iui  le  svstème 

(C[Aj(A,B,-A,B.)^A,(A,B,-A,B,)]  f 

(S.)         •  -D(A,B,-A,BO=o,  i^^**^ 

(  C  =  o,  (55) 

comprenant  le  lieu  étranger  défini  par 

\  A,B,-A,B,  =  o.  (56) 

i  Cnzo,  (57) 

c'est-à-dire  par 

J  A,B.-AjB,=:o,  (58) 

"'       I  (A,B»-A,B3)a^-A,B,-A,B,  =  o,  (59) 

ce  qui  représente  encore  une  fois  la  courbe  ayant  pour 
équation 

^li^yf)'  B,(j?,  V)  —  A|(^,  r)..Bj(:f,  j)=zo.  (60) 
Cela  fait,  le  système  (S9)  pouvant  s'écrire 

/  n(A3B,-A,B3)[A,(A,B3-A,B,)-+-A,(A,B,-A,B2>l     ^ 
[,  -[A,(AjB,-A,B0+A3(A,B,-A,B,)](A,B,-AiB,)lJ* 
(StM     4-î(A4Bi-A,B,)[A,(A,B3-A3B0-i-A2(A2B,-AiB,)] 

— A,(A2Bi— A,B2)2!=:o, 

(AjBi~A,B,)a'-4-(A3B,--AiB3)a4-A,B,-A,B4  =  o, 

lirons  de  Téquation  (61)  la  valeur  de  a  pour  la    sub — 
stituer  dans  (62);  en  écrivant  cette  équation  (61)  sou^^ 
la  forme  aX  4-  Y  =  o,  nous  aurons  le  système  final 

aX-+-Y=:o,  (63  'l 

(S„)|(A,B,~A,B,)Y'-XY(A3B,-A,B3)  ) 

4-(A,H,-A,B4)X«=.o   P^-^  • 
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qui  sera  tel  que  la  relation  (64)  se  composera  : 

1®  De  deux  fois  Téquation  K^  [oc^y)  =  o; 

2*  De  deiuc  fois  réquaiîon  K^^^  —  A|B2=o^ 

3®  De  réquation  du  lieu  cherché. 

C'est  ce  que  Tou  vérifie,  en  clfet,  sans  peine,  en  em- 
ployant les  notations  abrégées  suivantes  : 

<z=:A2Hi — A1B2,     ^^AaBi — AjBa,     c  =  A4Bj  —  A,B4, 
a,'^=iakz  — 6At,      b'^=iakz — cA,,        c'=:aA4, 
dzziK^Bi,—  A4B2,     /  —  A3B2-- A2B3,    m  =  A4B3  —  A3B4. 

11  suflGt  de  reprendre  le  calcul  à  partir  des  équa- 
tions (02,  53),  d'observer  que  Téquation  (64),  qui  se 
présente  sous  la  forme 

a[{ac'  —  ca'Y  -H  {ab'  —  ba'){cb'  —  bc')]  —  o,        (65) 

peut   aussi  s'écrire  en  remplaçant  al,  b\    c'  par  leurs 
valeurs 

a  (a  A4  —  cAi)^-{-2bc{aAn  —  cAj)  "1 

X  (aAs— 6A2  — cAi)(cA3  — 6A4)  1  =  0,    (66) 

4-A,62(cA3— 6A4)  — Aic2(aA3— cA,)J 

d'où  Ton  déduit  immédiatement,  en  effectuant  chaque 
parenthèse, 

à^A\{ad^-{-  mb^-h  /c^  +  2  bcd -\- alm)  =1  o  ;     (67) 

en  sorte  que  le  système  propoSé  est  équivalent  au  sys- 
tème 

j  aX  +  Y^o     (M,  (68) 

**  (  ad^  4-  mb^  -4-  /c'  -h  2  bcd  -h  alm  =  o.  (69) 

Points  doubles.  —  Les  points  doubles  sont  les  points 
communs  aux  deux  courbes  représentées,  car 

X  =  o,     Y=zo,  (70) 

(*)  On  va  voir  que  X  et  Y  doivent  contenir  le  facteur  A, (:f,^) 
que  Ton  devra  partant  supprimer. 
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à  condition  de  supprimer  les  points  multiples  résultant 
de  Tintroduction  des  courbes  étrangères  pour  lesquelles 
il  correspond  à  chacun  de  leurs  points  au  moins  deux 
valeurs  du  paramètre  («),  c'est-à-dire,  ici,  tous  les  points 
de  la  courbe  représentée  par  Ai{x^y)  =  o. 

IV.  —  Deuxième  problème. 
Problème.  —  Eliminer  a  entre  les  deux  équations 

,c  ,  \  A(a;,j,5,  a)  =  o,  (71) 

f  B(a7,j,  s^a)=io,  (72) 

supposées  algébriques  entières  et  rationnelles,  et  déter- 
miner les  points  multiples  de  la  surface  qu  elles  défi- 
nissent. 

Solution.  —  Il  suffit  de  refaire  exactement  les  mêmes 
calculs  que  dans  le  premier  problème,  sauf  à  remar- 
quer qu'au  lieu  d'introduire  des  courbes  étrangères 
on  introduit  des  surfaces  étrangères  définies  par  des 
équations  de  la  forme 

j  N(^,j,..)=z:o,  (73) 

Points  multiples.  —  En  procédant  comme  nous 
venons  de  le  dire,  on  rencontre,  avant  de  parvenir  au 
système  final,  des  systèmes  de  Ja  forme 

i  Ci(^,7,  s)a2-i-C2(j?,/,  2')a-+-G3(^,J'',  s)=o,     (76) 
(S3)  •  Di(a7,7,s)a3-f-D2(^,J, -3)a2  / 

(  -hD3(:r,7,  5)a-4-D.v(.r,j,  x;)  =  0,  i^^ 

(S  ^  i^»(*^'->''^)^^~^^2('3?,Jj-)«  +  C3(^,7,^)  =  o,    (77) 

(  E,(^,7,^)a-hE2(a:,j,5)i=o.  (78) 

Il  résulte  de  là  : 

1°  Que  les  points  communs  aux  trois  surfaces  repré- 
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sentées  par 

C,(^,J, -)=^o,     €2(^,7,  G)z:ro,     Cz{a:,y,z)=o     (79) 

sont  des  points  triples  du  lieu  (S3)  :  il  cocrespond,  en 
eflfiet,  à  chacun  de  ces  points,  trois  valeurs  de  a  qui  sont 
racines  de  l'équation  (76)  ; 

a**  Que  les  points  communs  aux  deux  surfaces  repré- 
sentées par 

Ei(^,7, 2)=:o,     Ei(x,y,z)  =  o  (80) 

sont  des  points  doubles  du  lieu  (S4)  :  il  correspond, 
en  effet,  à  chacun  de  ses  points,  deux  valeurs  de  a  qui 
sont  racines  de  Téquation  (77)  (*). 

V.  —  Troisième  problème. 
Problème,  —  Eliminer  a,  ^  entre  les  trois  équations 

/  A(J7,/,  a,  p)=:o,  (l) 

(S,)  B(^,J,a,P)r=0,  (2) 

(  G(a7,7,  a,  p)  =  o,  (3) 

supposées  algébriques  entières  et  rationnelles,  et  dé  ter  ' 
miner  les  points  multiples  du  lieu  quelles  définissent. 
Solution.   —   1°  On  ordonnera  les  équations  (1,2) 
par  rapport  à  a  : 

-hA3(a:,7,  p)â'«-«4-...=z:o,  \     ^^^ 
(S,)    {  B^Bj(aN7,p)a«  +  B,(a;,j,P)a«-»  ( 

+  B8(^,7,P)a-«   4-...r:=0,    s       ^     ^ 
C  (^,  7,  «,?)=:=  O.  (6) 


(*)  Parmi  ces  points  doubles,  ceux  qui  se  trouvent  sur  la  surface 
représentée  par 

sont  de  rebroussement. 
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2°  On  considérera  p  comme  un  coeflScieut  et  l'oii  éli- 
minera, entre  Jes  équations  (4),  (5),  par  le  procédé 
suivi  pour  résoudre  le  premier  problème,  le  para- 
mètre a,  ce  qui  conduira  à  un  système  de  la  forme 

l  Di(^,  j,  p)a  +  D5(^,  j,  p)^o,  (7) 

(S.)  E(:r,7,p)=:o,  (8) 

(  C(a7,7,a,p).=  o,  (9) 

qui  se  composera  du  système  (Sj),  plus  d'un  certain 
nombre  de  systèmes  étrangers  de  la  forme 

j    F(^,/,P)=z:0,  (10) 

(S4)  '    0(0^,7,  a,  P)=ro,  (II) 

(    C(a7,J,  a,  p)=:0.  (12) 

3®  On  tirera  de  Téquation  (7)  la  valeur  de  (a)  pour 
la  substituer  dans  (9),  ce  qui  conduira  au  système 

1  D,(^,j,p)a4-D,(^,r,  p)=:o,  (i3) 

(S.)  E(a-,j,)?=o,  (i4) 

(  n(^,7,?)=io.  (i5) 

4®  On  éliminera,  toujours  par  le  procédé  suivi  dans 
la  solution  du  premier  problème,  le  paramètre  p  entre 
les  équations  (i4)ï  (i5),  ce  qui  conduira  à  un  système 
de  la  forme 

I  D,(.r,  v,?)a-f-D,(.r,r,p)  =  o,  .    (16) 

{S^)  «   ^li^.  v)?-f-G,(x,  j,)   =0,  (17) 

(  l(.r,  r)  =  o,  (18) 

qui  se  composera  du  système   (S5),   plus  d*un  certain 
nombre  de  systèmes  étrangers  de  la  forme 

I  D|(^\  V,  ?)a-f-D,(a7,r,  p)r=:o,  '  (19) 

(S,"»  ^   J(.r,  >\  )=:o,  (20) 

(  K(.r,  r'Iz^o.  (21) 

vV*  Soient    W  .r,  1=0    Téquation  (18  1   débarrassée 
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des  facteurs  étraDgers,  et  W|  (x,^)a -4-V2(x,j^)  =  o 
l'équation  obtenue  en  remplaçant  dans  (i6)  la  lettre  ^ 
par  sa  valeur  tirée  de  (17);  le  système 

(  Vi(j?,j)a-hV,(^,/)  =  0,  (2.3) 

(S,)  Gi(^,j)p-f-G,(^,7)  =  o,  (23) 

(  W(^-,7)  =  o  (24) 

sera  équivalent  au  système    proposé  (S<),    et   l'équa- 
tion (24)  sera  Téquation  chercliée. 

Nota  /»  —  Il  est  très  important  d'observer  que,  si 
l'oa  ne  suivait  pas  exactement  V ordre  que  nous  venons 
d'indiquer,  on  pourrait  fort  bien  introduire  tout  le  plan 
comme  lieu  étranger,  et  partant  l'élimination  deviendrait 
impossible  dans  la  suite.  C'est,  en  eflet,  ce  qui  arriverait 
si  l'on  écrivait,  par  exemple,  l'équation  (4)  sous  la 
forme 

et  si  l'on  substituait  à  la  fois  cette  valeur  de  aJ^  dans 
les  deux  autres  équations^  on  introduirait  de  la  sorte 
tout  le  plan  défini  par  les  équations 

(   Aj(:ï-,^-,P)a— iH-A3(^,7,P)a— «  j 

(S,)  4-A4(^,7,P)a— «4-...  =  o,   S^^""^ 

\  Ai(^,j,?)==o,  (27) 

contenant  deux  paramètres  variables  a  et  p. 

Nota  IL  —  Il  est  évident  (puisqu'il  suffirait  de  se  le 
donner  tel  a  priori)  que  le  système  final  (S8)peut  ae 
présenter  sous  la  forme 

j  Vi(^,7,a,p)=:o,  (28) 

(Sio)  '    ¥2(^,7,  a,  p)==:o,  (29) 

(   W(^,7)=iO,  (3o) 

les  plus  hauts  exposants  de  a,  §  étant,  dans  les  équa-* 
tioïis  (a8),  (29),  supérieurs  à  Tunité. 


Points    naJxipUfs.   —    Avant   de   pam>enir   an   srs- 
tème  (  Se  i-  on  rencontre  un  sTstème  de  ia  forme 

(Sji)      '  Gjfjf',  r  )5  —  Gj'X,^-»' mr  o,  (Sî) 

f  M,(.r.  r/pJ"— M.rx.  vip  — M3fx,r)  =  o.     (33> 

Lei  points  communs  aux  deux  courbes  représentées  par 

Gj(x.  l'îmo,     G.(x.  1)1=:  o  (34) 

sont  des  points  multiples  du  lieu  déënî  par  ce  système; 
il  correspond,  en  eiïet,  à  chacun  de  ces  points  drux  va- 
leurs de  [ï  qui  sont  raciues  de  Técjuatîon  (  33  \  et,  par- 
tant, à  cause  de  '  3 1),  deux  valeurs  de  z;  il  est  d'aîllenrs 
bien  évident  que,  pour  obtenir  séparément  les  points 
multi|>les  du  lieu  proposé  (Si  >,  on  derra  dé&lqaer  les 
points  iiiultiples  réstiltantde  rintroduction  des  courbes 
étrangères  pour  lesquelles  il  correspolid  à  chacun  d 
leurs  [>oiiit$  au  moins  deux  valeurs  des  paramètre: 
a  et  Jï. 

W.  —  Quatrième  pboblève. 
Pboblkmk.  —  Eliminer  a,  p,  v  entre  les  équations 

i  A(j;,J,  a,  ?,  Y)r=zo,  (l 

,ç,  .  )  B(x,7,  a,  ?,  •r)  =  o,  (2 

'  C(:r,j,  a,  ?,  y)  — o,  (3 

supposées  algébriques  entières  et  rationnelles,  et  dé- — 
terminer  les  points  multiples  du    lieu  qu  elles  défi- 
nissent. 

Solution.  —  i"  On  considérera  y  comme  un  coef6- 
cîent  et  l'on  éliminera,  entre  les  équations  (i),  (2),  (3), 
par  le  procédé  suivi  pour  résoudre  le  troisième  pro- 
blème, les  paramètres  a,  P,  ce  qui  conduira  à  un  sy5- 
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t,€inc  de  la  iornie 

Ei(^,7,  •r)a-hE2(j?,/,  y)— o,  (5) 

,g  ;  Fi(^,7,t)P+F,(^,7,y)  =  o,        .       (6) 

]  G(^,7,ï)  =  o,  (7) 

[   D(^,/,a,p,Y)zr:o,  (8) 

qui  se  composera  du  système  (S<),  plus  d*un  ccrtaîu 
nombre  de  systèmes  étrangers  de  la  forme 

H(^,7,  a,  p)  =  o,  (9) 

.g  .  ;    1(^,7»  a>?^T)  =  o,  (lo) 

J(^,7,a,  p,  y)=o,  (II) 

I>(^,7»=^»?»ï)  =  o-  (12) 

2®  On  tirera  des  équations  (5),  (6)  les  valeurs  de  a, 
P  pour  les  porter  dans  (8);  ce  qui  conduira  au  système 

Ei(^,7,  Y)aH-E2(^,7,  ï)=:o,  (i3) 

<S  /  ^i(^'^'"^)P~^^2('3?,7,T)  =  o,  (i4) 

G(^,7,Y)=o,  (i5) 

^i^^yr()  =  o.  (i6) 

3°  On  éliminera,  par  le  procédé  employé  dans  la  so- 
lution du  premier  problème,  le  paramètre  y,  entre  les 
équations  (i5),  {i6),  ce  qui  conduira  à  un  système  delà 

forme 

Ei(^,7,Y)a-+-E2(^,y,  Y)  =  o,  (17) 

Fi(^,j,Y)p-+-F,(^,j,Y)  =  o,  (18) 

Mi(a?,j)Y-hMj(^,/)  =  o,  (19) 

N(^,7)==o,  (20) 

qui  se  composera  du  système  (S4),  plus  d'un  certain 
nombre  de  systèmes  étrangers  de  la  forme 

/  Ei(^,  j,  Y)a-+-E2(^,7,  Y)  — o,  (21) 

g  I  F,(j7,r,  y)P^-F2(^,7,ï)  =  o,  (22) 

'^  ^   PKj,y)-o,  (23) 

Q{^yy)=o,  (24) 
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4®  Soient  W  (x^j)  =  o  Toquatioii  (20)  débarrassée  des 
facteurs  étrangers,  et 

V,(^,7)a  -H  V2(^,  j)—  o,  (25) 

U,K/)PH-V2(.r,7)^o  (26) 

les  équations  obtenues  en  remplaçant  dans  (17),  (18)  la 

lettre  y  par  sa  valeur  tirée  de  (  19),  le  système  , 

Vi(a7,  j)a-hV3(^,j)=:o,  (27) 

U,(a:,  j)[i  +  V,(^,7)r=o,  (28) 

Mi(j7,7)Y-+-M2(a?,7)z=:o,  (29) 

\W(^,7)=30  (3o) 

sera  équivalent  au  système  (S<  ),  et  l'équation 

W(^,7)^o  (3i) 

sera  Téquation  cherchée. 

Nota.  —  Il  est  évident  (puisqu'il  suffirait  de  se  le 
donner  tel  a  priori)  que  le  système  final  (S7)  peut  se 
présenter  sous  la  forme 

/    Ri(a:,J^,  a,  p,  y)=:o,  (82) 

.                          ]  1^2(^,7,  a,  p,  y)  — O,  (33) 

^    '^                       ^  R3(^,j,a,  P,y)z=o,  (34) 

W(^,7)3=ro,  (35) 


\ 


les  plus  hauts  exposants  de  a,  p,  y  étant,  dans  les  équa- 
tions (32),  (33),  (34)9  supérieurs  à  l'unité 5  on  conçoit 
de  plus,  sans  peine,  que  Ton  puisse  choisir  les  équations 
de  manière  que  les  courbes  représentées  par  (Sa),  (33), 
(34)  n'aient  jamais  de  points  communs,  quelles  que 
soient  les  valeurs  attribuées  à  a,  P,  y;  dans  ce  cas,  bien 
que  l'équation  (35)  puisse  représenter  une  courbe  réelle, 
le  système  (S4)  ne  définit  pas  un  lieu  proprement  dit, 
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iî'est-à-dire  que  les  courbes  représentées  par  (i),   (2), 

•(3),   (4)   ne   se   croisent  jamais  en  un  même  point, 

quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  aux  paramètres 

Points  multiples.  —  Avant  de  parvenir  au  système  (Sg), 
on  rencontre  un  système  de  la  forme 


<S,) 


E,(a;,7,Y)='  +  E,(j;,7,Y)=o,  (36) 

F,(^,7,Y)P  +  F,(a;,j,Y)  =  o,  '  (37) 

M.(^,7)Y  +  M,(a;,7)==o,  (38) 

T.(^,r)ï'+T,(^,j-)ï-t-T,(^,j)=o;  (39) 


les  points  communs  ajix  deux  courbes  représentées  par 

Mi(^,j)=o,     Ui{x,y)z=^o    .  (4o) 

sont  dès  points  multiples  du  lieu  défini  par  ce  système  \ 
il  correspond,  en  effet,  à  chacun  de  ces  points  deux 
valeurs  de  y  qui  sont  racines  de  Téquation  (Sg),  et,  par- 
tant, à  cause  de  (36),  (37),  deux  valeurs  de  a  et  p.  Pour 
obtenir  uniquement  les  points  multiples  du  lieu  pro- 
posé, on  devra  supprimer  les  points  multiples  résultant 
de  l'introduction  des  courbes  étrangères. 

Observation  finale.  — Les  développements  précédents 
suffisent  évidemment  pour  démontrer  la  généralité,  à 
tousXes  cas  possibles,  de  la  méthode  suivie. 

Addition.  —  Nous  développerons  dans  une  Commu- 
nication spéciale  les  calculs  relatifs  aux  points  multiples 

^')  En  voici  un  exemple  : 

R(a7,^,  a,  p,Y)  =  2, 
R(a7,y,a,  p,Y)  r=  3, 
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des  lieux  (A)  et  (B)  détînis  par 

/  U(a,ri)=:o, 


(A) 


œ 


_  y 


dV  ~  d[]  ~~  dV 


doi  doL  dt 

l  U(a,p)=.o, 

\  (^_a)2+(j_p)2_R«=.o, 

(S)  1  ^~*  _  y  —  P 

^ÎT"""    d\]   ' 


points  multiples  permettant  de  déterminer,  comme  nous 
l'avons  prouvé  dans  le  Mémoire  déjà  cité,  Historique  et 
développement,  etc.,  les  points  de  contact  des  tangentes 
doubles  et  les  centres  des  cercles  de  rayon  R  double- 
ment tangents  à  la  courbe  représentée  par 

U(^,j)^o('). 

Nota,  —  On  obtiendra  le  lieu  des  centres  des  spbères 
de  rayon  R  (")  doublement  tangentes  à  la  surface  re- 
présentée par 

U(^,/,  -)=:0, 

en  cherchant  la  ligne  double  de  la  surface  définie  par 

œ  —  a  r  —  ^  z  —  Y 

d\]     ~     é/U     ~'    d\5    ' 
doL  d^  d-^ 


(*)  Aux  points  de  rebroussement  du  lieu  (A)  correspondent  le^*  .^es 
points  d'inflexion  de  la  courbe  U ,  et  aux  points  de  rebroussemen«ii^  nt 
du  lieu  (B)  correspondent  les  points  de  contact  des  cercles  de  rayo^ — ^o 
R  osculateurs  à  cette  même  courbe. 

(')  Si  l'on  suppose,  à  la  fin  du  calcul,  R  =  o,  on  a  la  focale  de  la 

surface. 
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ÉCOLE  NORMALE  SlIPÉRIEliRE  (CONCOURS  M  1881). 

Pliysii/ue, 

I.  Dans  une  macliine  à  diviser,  le  pas  de  la  vis  est 
d'un  demi-millimètre  à  la  température  zéro.  La  tempé- 
rature étant  de  6- degrés,  on  veut  diviser  avec  cette  ma- 
chine une  règle  en  laiton,  de  telle  sorte  que  les  divisions 
de  la  règle  vaillent  un  millimètre  à  zéro  :  comaient  faut- 
il  régler  le  tambour  de  la  vis  ?  On  désignera  par  y  et  /  les 
coefficients  de  dilatation  linéaire  du  fer  et  du  laiton.  Le 
premier  étant  de  i2  millionièmes  et  le  second  de  19,  on 
calculera  le  nombre  cherclié  pour  6  =  10. 

La  règle  étant  ainsi  divisée,  on  s'en  servira  pour  mesu- 
rer la  hauteur  d'un  baromètre  à  la  température  t^  et  on 
réduira  cette  hauteur  à  zéro.  On  désignera  par  k  le  coef- 
ficient de  dilatation  cubique  du  mercure  :  k  étant  de 
180  millionièmes,  on  calculera  le  coefficient  numérique 
de  la  correction. 

IL  Comment  détermine-t- on  le  grossissement  dans  le 
microscope  ? 

Dans  un  microscope  dont  les  deux  lentilles  sont  à  une 
distance  invariable,  on  a  appliqué  contre  l'objectif  une 
lame  de  verre,  de  sorte  qu'il  reste  entre  l'objectif  et  la 
lame  un  espace  vide  formant  un  ménisque  concave.  On 
détermine  par  l'expérience  : 

1°  Le  grossissement  y,  lorsque  le  ménisque  est  vide^ 
2**  Le  grossissement  g^  lorsqu'on  y  a  introduit  une 
goutte  d'eau  d'indice  n  ; 

3°  Le  grossissement  g',  lorsqu'on  y  a  introduit  une 
goutte  de  liquide  d'indice  n'. 

On  demande  l'indice  de  ce  liquide. 

L'indice  de  l'eau  étant  j  et  les  trois  grossissements  5o, 
3o,  20,  quel  est  l'indice  du  liquide  ? 
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ROBERTS  (Samuel). 187 

ROCHETTI  (MarcfXlo),  professeur  au  Lycée  Campanella,  à  Reggicz» 

(Calabre) i/|3,  178,  336,  37/1  &  -fc   426 

ROLLE i32,  i33,  193^^-1   356 

RUCHONNET  (Charles),  de  Lausanne ,     y5 

SALMON  (  G ) 271^1    372 

SALTEL  (L.),  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  sciences  (S.  « 

Bordeaux. » 190  ^r^  t    546 

SCHELL(A.) «     .    367 

SGHOLTZ  (D'  Auguste),  à  Budapest «     .    220 

SCHOUTE 398^31    399 

SCHROEN .    .    2/|0 

SERRET  (J.-A.),  membre  de  l'Institut -   .     i85 

SERRET(P.) ..    328 

^JEINER -  .    328 

STURM 193,194,195,196,331      «t    356 

STURM  (Rodolph) -  .    398 

SYLVESTER  (  J.-J.) 96,  174,  176      «t    366 

TANNERY  (Paul) -.    189 

TAYLOR 61 

TERQUEM -.    i-jli 

TERRIER  (Paul) - .    i85 

THALÈS(de  Milet) 189    et    366 

VAU VINEUX  (  A.  de),  élève  du  Lycée  de  Grenoble 288 

VIELLE,  élève  du  Lycée  du  Havre -  - .    52^ 

VINTÉJOUX  (F.),  professeur  au  Lycée  Saint-Louis -  -  •    186 

WEILL,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  Collège  Chaptal> 

73,  iio,  142,  143,  160,327  et   ^g8 

WHITWORTH  (W.-A.) ^27 

ZAHRADNICK i38 

ZEUTHEN  (H.-G.) ï86 


1^ 


G6OO         l'aris        iGuprimQrie  de  Gaothier-Villabs,  quai  dei  AuKU(stin«.  KB. 
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